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Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
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use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 
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Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 
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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 
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AVANT-PRtJPOS 


^a  qucstiou  des  connaissaiicos  matliémali(]ues  nceessaireâ 
I  A  l'in^niciir  a  élé  très  vivuntent  discutée  ilt^rniëremenl  en 
I  Allentagai*.  Lo  lAmps  toujuari  plus  coiisidérabli!  «lu'it  f&ui 
laceanteraus  cours  |>ralii]UGs  et  surtout  k  ré]eclrolechnii|ue. 
I  et  la  diffictitté  d'uagmenler  lu  durée  des  «ludira  déjà  fort  lon- 
l^^ues  ont  fait  surgir  la  proposilion  de  diminuer  le  nonibrodcs 
I  heures  d'étude  cousacréos  aux  malhi5mati(]ues.  Les  pronio- 
I  lear»  iv  cette  idée  s'uppuienl  sur  le  peu  d'occasions  qu'a  l'iu- 
I  i^t^Dieur  d'employer  oiisuilo  ce->  connaissances  maltiénialiques 
Lqui  lui  on!  uoùl^  tant  de  lomps  ol  de  peine  îi  acijuérir. 

Celte  aptnioii  qui  a  trouvé  des  partisans  parmi  des  rcprâ- 
l'MQtikiit»  Ion  plus  émîneiits  du  l'industrio  allcmaade  et  parmi 
■lus  pfDfi-:i!s«urs  des  t<coles  supérieures    techniques    semble 
Irepenrfanl  avoir  de  la  peine  ii  s'impesçr.  M.    Koppl,  s'ex- 
Iprimo  il  cet  égard  comme  suit,  et  nous  ne  pouvons  que  par- 
llRger  «a  manière  de  voir  :  «  Il  est  clair  tjuc  l'élude  de  spé- 
I  eolatioi)!!   malbâmaliqnes  sans  utilité  pratique  me  parait 
ioulile,  pour  l'ensemble  des  ingénieurs  du  moins.  Mais, 
Iti  par  coalrr,  ja  ne  puis  que  m'upposer  absoiumenl  aux  cou- 
f*  rutila  <)uit  oous  le  couvert  de  celte  opinion,  tendent  ii  abais- 
ser I»  iiivi.-au  général  de»  coûnaissa«ce&  malbéniuliques  du 
lign  futurs  ingénieurs.  Je  sais  par  expérience  combien  une 
i>  culture  maitiémaliquo  sérieuse  est  utile  et  nécessaire  pour 
I  saisir  U  vérité  ol  pour  porter  un  jugement  exact  sur  les 
nombreuses  questions  qui  se  présentent  chaque  jour  dani« 
I-  la  carrière  ilu  technicien,  questions  dans  lesquelles  il  s'agit 
I  bîail  plus  souvent  d'e.<ilimerju.<ile  que  de  calculer...  >>. 


:;  AVANT-i'HOhiS 

C'i'Sl  'iaii«  Cfl  esprit  «iircsl  ocril  li-  iîvn'  'j'ii-  i^^'iis  .[>iii'li"ii-, 
l'f  r':-<l  ri.' qui.  nous  l'i^spOroiis.  lui  rt>riqiir:n,i  liin-  jiiari?  )iurio- 
labli'ii  CkM'^  (ii's  iionibrciix  iKiili's   [lariis  'Irjii  sui   jji  niati^i-'. 

IV'Ur  la  [11'' mi  (.Te  fois,  à  t\^^\r•>  cunnaisMiin  r  ilu  îrifin^.  <•!! 
li(iiivo-'a  Irailfî  i-ii  délai!,  diin-  mi  uiivrj'i.'.'  ilf  [.i-rti'c  i;v;i.'- 
r;il.-,  Il-  siij.-l  .-i  fi-i-uriil  (lu  IravaM  ,iv.  il(>i.>nnaM-.„  ,  i  !..>  ù.:,,,:. 
i  iioi  nviiKîs  lie  Caslicliati'i  ijui  s'y  raliaflirnl.  Os  ilii-m'^Ti;'- 
h.iii!  I  ri  sùiitiiio  pi-ii  rûiiiiii:^,  011  li.rÎLur-i  i!f  liMirs  ii|i|'li(Miiiiii-^ 
au  Cftli'ui  Ac*  {loiils;  ils  fnnl  t'i'ppnilniil  il'utii'  nliilUi  l'ritiniili- 
raltlf  pour  Us  calculs  Jl-  nVislanco  ili-s  oig-nin's  lii^  iiKirhinr:!, 
ijui  coiislilut'iil  '^i  souvent  (I>?s  stslî'iin's  livpiTsIaliijm's. 

(}ufl'jiii"''>  arlirlcs  sont  i\2al<'iufiit  CiMisonri'-s  .'inx  lliront-i  (ii- 
M.  Il<iii."iii.'*!q  et  (le  Ilerl/  sur  lii  ,liirol.'  lii's  ci  ps. 

llaus  lions  notes  pluci'f-s  ;i  la  fîii  rlu  vulmiii'.  nous  avt  tis 
iridiiiiir  hrii-vemoiil  le^i  HlétIl..(^>■^i  il,>  ilélcnninitliou  î;inpiiique 
ilos  rinmicnls  <!'iu^■rlie  i-t  de  la  liiriie  ('la-liipu-  He^  prismes 
ti-availl;iril  à  la  llesion.  Ces  iiit'llioile:*.  il'iiiir  ippli"a'ii'ii  fr-r- 
ipitriilf.  iréiaieut  pas  csp»-*-^!-!»  ilaii^  i'oiivrsiro.  ram-iir  ie> 
rései'vatit  poin-  iiu  irait*  rie  ^tati(|iif.>  i;raplii(|Hi» 


CIIAI'ITIIE  rnEMlER 

CÉNÉItALITÉS  SUD  LES  FOItCES  IMÉRIELRES 
OU  ACTIONii  lUOLÉCLUlilËS 


{  1.  Aeliont  mo/eculatreu,  Irurail  êtiit:lique.  —  t.  Iiilrodurtioii.  — 
i.  Pmtulaium  foodameutal,  —  3.  Ac.liona  moléculaires.  —  4.  Helations 
eotre  les  (onm  extËrieures  et  les  actions  tnolécutaires.  —  S.  Intensité  des 
sttioDs  moléculaires.  —  6.  Essai  d'un  ciment  A  l'exlension.  —  T.  Compo 
natea  dv  t'actirin  moit^cukire  agissanl  en  an  poinl  donna  dans  sue 
«Umelion  donnée.  —  B.  Tiilraèdre  dos  actions  moléculaires.  —  9.  Décom- 
|io*Uion  des  nctions  moléculaires,  équilibre  d'un  parBllèlipipWe  infiniment 
petit.  —  tO.  [ù|uatioQS  d'équilibre  d'un  tétraèdre  inliniment  pelit, 
I  I  {.  Can  particuliers  é'itait  élattiqitei.  —  11.  Etat  élastique  double 
on  plin.  —  IS,  Etat  élastique  simple  on  linéaire,  —  13.  Ellipse  des 
actions  moli^culairea.  —  M,  Glissement  simple. 
Ejxrcicet.  n"»  1  à  3. 


§  I- 
TIOxNS  MOLÉCULAIRES,  TRAVAIL  ÉLASTIQUE 

«ductiou-  —  Il  suTlil  on  général  en  Mécanique  de 
rcùnsidércr  les  corps  solides  comme  absolument  rigides  et  par- 
[  faitemeol  indéformables.  Souvent,  cependant,  les  corps  dans 
|Ia  Dainre  se  comportent  d'une  façon  telle  que  cette  hypoLhitse 
I  n'evl  plus  admissible.  Dans  certains  cas,  en  effet,  il  est  impos- 
isible  do  prévoir  si  un  corps  donné,  placé  dans  des  conditions 
Itliionées,  se  comportera  réellement  comme  s*il  était  indéfor- 
Imable  ou  s'il  n'éprouvera  pas  au  contraire  des  déformations 


*  G»ANTBE  I 

iiatablos  qui  le  défigurent,  ou  mÉmc  imtralueul  sa  ruplureJ 
Dans  il'autri^s  cas.  au  contraire,  il  ii'e\islo  aucun  doulfl  sur  laf 
façon  dont  se  comporte  le  corps  donné;  par  coiitic,  les  é 
lions  uiiivcrsolles  d'équilibre  fournies  par  la  Mécanique  doI 
suflisonl  pas  pour  résoudre  les  questions  proposera,  bien  qael 
celles-ri  paraissent  être  de  son  domaine.  Par  exemple  :  un  1 
prisme,  chargé  do  poids  quelconques  el  reposant  sur  deux 
appuis,  exerce  sur  ces  derniers  certaines  pressions  que  l'on 
peut  calculer  à  l'aide  des  lliéorbines  g^éuéraux  de  l'équilibre  i 
des  corps  solides;  ces  ihéorfemes,  par  contre,  ne  permeitenl.l 
plus  de  résoudre  1o  problème  si  le  prisme  repose  sur  troîaf 
appuis.  Semblablcmenl,  il  est  impossible  de  déterminer  avec] 
leur  seule  aide  qufille  est  la  pression  exercée  sur  le  sol  pari 
chacune  des  quatre  jambes  d'une  table  chargée  d'une  façotlJ 
quelconque.  L'étude  du  choc  des  corps  solides  est  égalemenl 
impossible  aussi  louglemps  qu'on  les  suppose  absolumeotl 
indéformables. 

Iji.R/-jis)ar>ce  (/es  matériaux  étudie  le  premier  genre  ilesl 
cas  cités,  tandis  que  l'étude  du  second  genre  est  du  domalael 
de  la  Théorie  de  l'KlasHcité. 

Anciennemonl,  lorsqu'on  admettait  encore  pour  certains  | 
corps  tels  que  les  malériau-t  pierreux,  le  postulatuni  des  soli- 
des invariables,  on  s'est  souvent  elTorcé  de  combler  la  lacune  J 
apparente  que  présentait  la  mécanique  des  corps  solides  en  I 
Établissant  u  cAlé  des  conditions  générales  d'équilibre  des  lois  1 
spéciales  (par  e.\emp1c,  la  loi  de  moindre  ri^sisUnce  dans  la  1 
théorie  des  voûtes).  Nous  savons  aujourd'hui  que  celle  J 
maniilrc  de  se  tirer  d'alFaire  élaît  incorrecte.  Il  n'existe  aucun  1 
corps  dans  la  nature  qui  soit  absolument  invariable.  Tous  les  I 
corps  sont  susceptibles  de  subir  certaines  déformations  sa 
se  briser,  el  toutes  les  questions  insolubles  selon  les  îd< 
anciennes  peuvent  èiro  immédiatement  résolues  dî's  que  l'onl 
tient  compte  de  celle  propriété  des  matériaux. 

La  n!solution  des  problèmes  de  la  résistance  des  malériauXi  1 
aussi  bien  que  celle  des  questions  dépendant  de  la  théorie  do  \ 
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I  (l'ilaiilicité,  iiécessUe  l'tiludo  des  diifornialioris  des  corps  consi- 

l 'dires,  si  pelites  80Îenl-el\e5.  11  n'est  donc  pas  nécossalrâ,  eti 

I  somme,  de  séji&rer  ces  d<^\ut  sciences,  et.  dans  ce  qui  suil, 

\  noua  «nlendrons  par  ré^tin/ance/lei  matriiaiix,  au  sens  large  du 

terme,   la  partie   de  la  mi'^caniqiic  des  corps  solides  dans 

laquelle  on  lioiil  compte  des  déformaliops  subies  par  ces  corps 

sous  l'aclion  des  forces  agissant  suriiiix. 

Le  terme  ■<  corps  solide  »  est  employé  ici  par  opposition  h 

€  corps  invariable  »  il  ne  signilïe  louLcfois  pas  encore  h  corps 

élastique».  L'étude  de  la  fai;on  dont  se  comporte  un  corps 

plastique,  par  exemple  un  morceau  de  terre  glaise  mouillée, 

'   est  aussi  du  domaine  de  la  résistance  des  malérîaux.'il  est  vfiù 

1  qnc  l'on  s'e»l  peu  occupé  des  cas  de  ce  genre  jusiju'à  prcspiit, 

[  ot  cela  lout  simplement  parce  que  la  nécâssilé  ne  s'en  est  pas 

I  fait  sentir. 

La  résistance  des  matériaux  est  donc  le  complément  indis- 
ponsalile    de   la    Mécanique    des   corps   solides    invariables 
L  pour  l'étitde  de.s  propriétés  réelles  des   corps  solides  existant 
I  dans  la  nature. 

.  Posluintnm  fondnuteiitnl.  —  Les  équations  univer- 
selleti  d'équilibre  sont  applicubles  mm  seulement  aux  solides 
L  invariables  mais  encore  àloul  cocpsqui,  dans.Iccascouaid4j;^ 
■  se  comporte  comme  s'il  était  indéformable.  En  particulier,  si 
I  le  corps  e^ït  eu  repos,  toutes  les  parties  dont  il  se  compose 
Ksont  également  en  repos  ;  donc  le  corps  durant^e  moment  oîi 
I  nous  \i:  considérons,  au  moins,  ne  subit  pas  dfi  v^j^tiojj  ^ 
I  forme,  il  se  comporte  comme  s'il  était  invariable.  , 

Ce  cas  du  repos  est  très  important  pour  la  résistance  des 
ImaLériaus,  car  il  correspond  à  i'éiai  de  Céquilibie  élaslique 
Ke'est-Ji-dire  à  l'élat  réel  d'un  corps  solide  soumis  à  l'action  de 
[certaines  forces  esléricures  constituant  un  système  en  éqnili- 
uibre  statique.  Il  sera  donc  permis  d'appliquer  à  l'élude. do  ce 
»  l«n  résultats  de  la  Mécanique,  en  les  complétant  cbaque 
bois  (juc  cela  sera  nécessaire  pour  la  résolution  du  problëlne. 


Ce  qui  précède  est  siiscepliblo  d'une  généralisation.  Nous 
pouvons  en  effet  énoncer  le  postulatum  suivant  ;  Toute 
partie  (l'an  corps,  quelle  qup  xuH  (a  façon  (font  file  e^t  Ihni' 
tée,)ieul  vire  encisngêe  à  suit  tour  comme  un  corps  auquel /es 
l/iêoriincs  ijvnéraux  de  la  méamique  fotil  ap/ilicul/li-s. 

Ce  principe  parait  évident  au  preniitT  abord;  il  l'osl  certaine- 
ment si  l'on  suppose  la  portion  considrrée  du  corps  conimo 
C/^«/i(f«)/'yt/ séparée  du  reste.  Mais  il  a  une  portée  plus  gé- 
nérale :  on  peut  l'appliquer  ciicoie  à  des  parties  du  corps  qui 
deiiieuront  allachées  au  reste,  cl  que  l'onconsidi-re  pour  elles- 
mêmes  alin  do  lirer  de  celle  ôtndi-  des  renseignements  sut  la 
manient  dont  se  comporte  le  ci>rj>s  tonl  entier.  Ainsi,  ce  pos- 
tulatum ni>  petit  Olre  posé  que  comme  nue  loi  expérimentale 
qui  tire  sa  démonslralion  du  fait  qu'elle  s'est  trouvée  vérifiée 
dans  tiiiis  les  cas. 

£[1  Mécanique  nn  ne  considère  i]ue  les  forces  exlérieuros, 
c'esl-à-<lirG  celles  transmises  par  d'autres  corps  sur  le  solide 
donné.  Les  forces  inlérieun-s,  enriélaltves  de  la  cohésion  de 
ce  solide,  iriutervii'tiiiuiil  juis  dans  les  calculs,  l'ar  contre  si 
nous  ne  considérons  plus  le  corps  entier,  mais  une  portion 
scnlomeiit,  arbitrairement  délimitée,  les  forces  (|ui  s'exercent 
entre  cette  partie  et  le  restcdu  curps  sont  soil  par  rapport  à  la 
partie  envisajjée,  soit  par  rapport  au  re.ç1c,  dos  forces  exté- 
rieures. Xousaurons  donc  ù  les  introduiredans  les  équations 
d'équilibre 

Nous  avons  par  eonsequenl  i^  examiner  tout  li'abord  de 
quelle  nature  sont  ces  forces  qui  ai,'issent  û  l'intérieur  d'un 
corps  solide. 

S.  trUointniulérulaircH. —  Itemarquoris  qu'en  général 
les  corps  que  nous  éludions  n'e^iercent  d'aclions  mesurables 
les  uns  sur  les  autres  que  lorsqu'ils  se  louclient.  Exception- 
nellement toutefois,  il  ponrrail  y  avoir  lieu  de  tenir  compte  de 
forces  Se  traitsuieltant  à  dislauce.  l'arexiinple,  si  nous  consi- 
dérions une  partie  d'un  aimant,  il  faudrait  tenir  compte  des 
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■clioDs  exercées  par  les   molécules  du  reste  sur  celles  do  la 
pvUe  onvisBgéo.  el  nous  dt'vrious  traiter  ces  forces  comme  des 
forces  extérieures.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  davantage  de 
ces  caa  exceptionnd».  Les  forces  ag-issunt  entre  une  pailic  d'un 
ooTpn  (il  le  reste  goqI  donc  de  mémo  tmlure  que   celles  qui  se 
produisent  au  contact  de  flilWriînts  solides,  en  particulier  Icars 
[toiuls  d'applications  seront  situés  sur  la  surface  de  scparalioii 
des  doux  portions  considérées.    Ces  forces  auront  en  général 
ODQ  diroclion  quelconque,  uti  corps  solide  opposiinl  une  résiS' 
tance  à  toute  déformation,  quelle  qu'elle  aoil.  On  nomme  for- 
et* i/iférteurcs,  ou  actiorm  mo/^ailaires,  les  forces  qui  naisseot  I 
dans  la  malifero  sous  riufluonce  des  forces  extérieures  agissait  J 
•ar  1«  corps.  Comme  il  est  possible  de  délimiter  arbitraire-] 
ment  une  portion  du  corps,  ou  pourra  toujours  faire  en  sorte  ] 
que  l'aclioii  moléculaire  agissant  dans  une  direction  donnée  | 
deviunnc  une  force  extérieure  et  soit  par  suite  accessible  auJ 
«bIcuI.  En  particulier,  en  appliquant  les  équations  généraleal 
d't^iiîlibre  il  un  élément  du  corps  limité  d'une  façon  quelcoa-  ' 
qoe,  il  sera  possible  d'obtenir  dt-s  relations  entre  les  actions  j 
moléculaires  agissant   en  divers  pointa  du  corps  et  selon 
directions  différentes,  relations  qui  serviront  de  base  il  tous  les  1 
dévtioppemenls  subséquents. 


1.  Ht'talioti  outre   lew  f<nroeH  extérieaFCs  et  les  ACa  ] 
tl»n«  iHoléeulalre».  —  Délimitons   une  portion  du  corps  de 
lellc;  sorte  qu'une  partie  de  la  surface  de  séparation  com- 
«ide  avec  la  surface  extérieure  du  corps.  11  faudra  qu'il  y  aït  'j 
équilibre  entre  les  forces  extérieures  agissant  sur  la  partie  con-  I 
sidérée  de  la  surface  extérieure  et  les  actions  moléculaires  j 
reparties  sur  le  reste  de  la  surface  de  séparation.  Comme  ea  j 
^néral  les  forces  extérieures  sont  données,  les  équations  d'é- 
quilibre permettrons  de  calculer  dans  certains  cas  les  actions  1 
moléculaires. 

Exemple  :  Tige  travaillant  àPextension  sons  l'influence  de 
Awax.  forc«$  P  appliquées  aux  extrémités  el  agissant  selon  l'axe  J 
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de  la  pièce.  Faisons  une  section  hum  à  Iraver»  la  lige,  léj 
contlilions  d'équilibre  appliquées  par  «xemplo    k   la  partid 
siluée  à  gauche  do  la  section    mm    f  xigont  i|uo  la  rêsullaaiJ 
:'"  des  fûrcGS  inlt^rleures  tM 

gissanl  dans  celt<>  section 
soit    égaie    el    de    sigofr^ 
coniraire  îi  la  force  P,  et.J 
cotacîdo  ea  direction  avc( 
l'ase  de  la  lîgo.  Nous  ne  d^^terniinons  toutefois  ainsiquolAré^ 
sultanle  des  acliuns  moléculaires  développées  dans   la  secliom 
mm,  nous  n'avons  rien  appris  sur  la  répartition  de  ces  aclioU! 
sur  la  si-ctioii.  Ainsi  donc,  même  dans  co  cas  Irl-s  simple,  i 
n'est  pas  possible  do  déterminer collo  r<5parlilion  tant  que  noaw 
considérons  la  tige  comme  indélormablo,  le  problème  csl  in- 
déterminé comme ceuxciliîs  à  l'article  I. 

Ou  reste  si  la  lige  était  réellement  indéformable,  il  n*y  au-j 
rail  giii^re  d'ulililÛ  ùcoiinailre  la  répartition  des  actions  moléJ 
culaires  :celle-ei  ne  serait  d'aucune iufltiencu  surla  façon  douH 
se  comporterait  la  ti^e.  Mais  la  résistance  qu'oppose  une  tifi 
&  laruptiire  est  toujours  limitée.  Si  une  rupture  se  prodnitl 
on  peut  déprime  abord  s'attendre  à  ce  que  celle-ci  ue  SQ  prt 
duise  pas  simultanément  sur  toute  ta  section.  Elle  common-l 
cera  évidemment  k  se  produire  \k  où  les  circonstances  sonl  la 
plus  favorables  pour  cela,  puis  s'étendra  de  proche  en  proche  m 
toute  la  section.  Il  est  donc  de  toute  nécessité,  pour  pouvoifl 
juger  si  une  churgo  donnée  peut  produire  une  rupturo.d'avotS 
des  idées  précises,  surla  rf-parlitiiin  des  actions  moléculabr^ 
sur  la  scclion. 


A.  IiilenaKé  des  acliona  itiolévnlnirc».  —  Seule  l'éludfl 
des  déformations  qui  précèilenl  la  rupture  peut  nous  rensen 
gner  sur  la  réparlilîun  des  actions  moléculaii-es  ;  car  les  défaii 
mations  subies  par  le  corps  dépendent  de  celte  réparlitioa. 

La  nature  do  celte  dépend&nct!  varie  suivant  les  propri6léJ 
partieulii-res  des  corps  cunsidi^rés  et  nu  peut  se  délen 
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qoe  par  l'expérience.  Dans  l'exemple  précédent,  si  la  section 
mm  «si  «uflisuRimeiU  éloignée  des  exlréniilés  de  la  tige  et  si  la 
matière  est  élastirgue,  il  est  plausible  d'admettre,  en  se  basant 
tiir  des  considérations  géométriques,  que  les  allongements 
ilastiqaes  des  divers  points  de  la  section  7}}m  sont  égaux 
entre  eux,  ainsi  que  les  actions  moléculaires  agissant  en  ces 
points.  On  peut  donc  calculer  la  force  intérieure  agissant  sur 
l'unîlé  de  surface  en  divisant  la  force  P  par  la  section  F. 
Ce  quotient  : 

«=1^  (') 

,  poric  le  nom  A'infensité  i/e  radian  molt'culaire  dans  la 
section  considéri5e,   de  travail  élaxliqne  '  ou  encore  d'aclion 

I  moléculaire  spcci/iqiie.  Celle   dernière  appellation   est   d'un 

'  usage  général  dans  les  ouvrages  allemands. 

La  grandeur  que  l'intensilé  de  l'action  moléculaire  peut 
alleiudre  sans  qu'il  y  ail  danger  de  rupture   dépend  do  la 

I  matière  dont  est  formée  la  tige.  Ladéterrainalîonde  l'inlensîlé 
dos  actions  moléculaires  est  par  suile,  dans  lous  les  cas 
semblables,  l'un  des  plus  importants  problèmes  de  la  Hésis- 
tance  des  matériaux. 

tt.  Eiisai  d'un  clDient  à  roxtensiou. —  Il  ne  faut  pas 
loutefois  s'attendre  à  ce  que  la  répartition  des  actions  molécu- 
laires soit  toujours  aussi  simple  que  dans  le  cas  précédenl. 
L'e^i^i  d'un  ciment  à  l'extension  nous  en  donne  un  exemple 
cxccUenl. 

Pour  vssayor  un  ciment,  on  en  prépare  un  mortier  forma 

1.  Il  ne  faut  pns  vouloir  comparer  te    travail  élaeliijue,  quotieul  d'une 

ôrac  par  une  surface,  avec  In  notion  île  travail  mécanique,  produit  il'une 

l/oree  par  une  longueur.  Nous  éviterons  du  reste  autant  que  possible  d'em- 

||4oj<d-««   terme,  afin  U'éïi  1er  les  confusions   qni  [lOurraient   se   produire 

I  lonMiue  nous  traiterons  du  irav.ijl  de*  iJClions  moléculaires  pendant  la  défor- 

N,  du  T- 


d'une  pnriie  en  poids  de  ciment,  de  trois  parties  d'une  sorte 
de  sable  spécial,  appelé  sable  normal,  et  d'une  quantité  d'eau 
déterminée.  Ce  mortier,  soigneusement  trituré,  est  mis  dans  un 
moule  de  métal  et  soumis  à  uno  pression 
I  cutivenable.  Une  fois  l'éprouvetlc  ainsi  obte- 

nue (Hg.  2),  durcie,  on  la  soumet  a»  moymi 
d'une  macliiiied'essai  à  un  effort  de  traction 
mesurable,  quu  l'on  augmente  jusqu'à  ce 
que  lu  ru[ilun!  s'en  suive.  Celle-ci  sf  produit 
liai  lire  Ile  nu?  ni  entre  les  lignes  tia  et  AA,  Ici 
i  encore  on   calcule  généralement  l'intensité 

t'jg.  -j.  des   actions  mulécnluires  au  moyen   do  la 

fominle  (I;,  mais  il  est  évident  que  l'on 
n'obtient  ainsi  qu'une  valonr  moy»*nnc  du  travail  élastique  par 
unité  de  surface  ;  on  reste  dons  rignorance  an  sujel  de  l'inten- 
sité réelle  du  l'action  moléculaire  an  point  où  la  rupture  a  com- 
mencé. Il  est  facile  de  se  ri-ndre  compte  que  cette  intensité  est 
beaucoup  plus  grande  que  la  vali-ur  moyenne  fournie  par  l'é- 
quation  (1^.  Si  l'uii  prend,  en  elTel,itn  niurccau  decaoutcbouc 
de  forme  ot  de  dimensions  semblables  à  celles  de  l'éprouvettc 
et  qu'on  le  soumette  ii  un  essai  analogue,  on  verra  que  l'al- 
longemonl  élastique  est  lieanconp  pins  considérable  dans  le 
voisinage  des  arêtes  qu'au  milieu.  Les  droites  parallèles  aa  el 
ùb  tracées  sur  les  faces  de  l'éprouvetle  se  transforment  en  deux 
courbes  opposant  l'une  à  l'autre  leur  convexité.  Dans  une  ex- 
périence lie  ce  goure,  dans  laquelle  les  allougemenis  entre  aa 
et  bb,  étaient  mesurés  au  microscope,  à  des  dislances  diffé- 
rentes  de  l'axe,  l'auteur  a  trouvé  les  résultais  suivants:  l'al- 
longement Il  une  distance  de  ll,.'i  mm.  de  l'axe,  soit  à 
0,1)  mm.  de  l'arête  de  1  eprouvctle,  étant  posé  égal  à  100  : 
Dislance  k  l'axe  :  0  4  8      1 1,5  mm. 

Allongement  correspondant  :  2i         34         53       100 
L'alli)ugL'ment  nbi^orvi;  dans  le  voisinage  de  l'arête  est  donc 
ijualre  fois  plus  grainl  que  celui  qui  est  lonslaté  au  milieu,  il 
en  résulte  néceHsiiironn'nt  que  les  actions  moléculaires  dans  lo 
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Toisinage    îles    arêtes  soril    beauconp    plus    ^lamlËs   qu'ua 
miliea. 

Il  n'esl  pas  possiblo  de  fiuumcLlro  tes  éprouvoUfs  employées 
«rdtnairi'inGnl  pour  l'essai  dos  cimeals  &  une  expérience  sem- 
I  bisbie,  les  allongemenls  subis  étant  trop  pelits  lmi  valeur  abso- 
I  lue  pour  ijuil  soil  possible  lie  les  mesurer  avec  une  exactilude 
I  suffisante;  onpeul  toulefois  conclure  d'aulrt^s  ei^sais  qne,  tou- 
tes proportîfinsgard^îes,  elles  se  conipnrlenl  exuclemenl  eoitime 
le  morceau  de  canulcbouc. 

Nous  ne  chercherons  pas  ici,  pour  le  moment  iln  moins, 
ce  qu'on  pourrait  conclure  do  ces  expériences  sur  la  répar- 
tition des  actions  mol(!culaires.  Notre  but  était  de  montrer, 
'  preiniiiremeni,  (]u'ii  faut  être  prudent  dans  les  déductions 
bi\le^  sur  la  répartition  des  actions  niol(>culaires  et.  seconde- 
meut,  ijn'il  n'est  possible  de  se  faire  une  idée  esacle  de  cette 
demiùre  qu'en  étudiant  les  déformations  snbies  par  le  corps 
,  -«ousiiléré. 

T.    (.'•«ipo^nitteM   «le  Inctioii   moléculnirc    ngiaMknt 
iBr  NH    paiul    duuué,  dans  mm   dirv«tiuu  donnée.  — 

Nous  %enoiis  de  voir  (]u'cn  général  les  actions  moléfutairesne 
sont  pas  r<!parties  uniformément  snr  une  surface  ;  il  nous  faut 
dnnc  niodilior  la  définition  donnée  plus  liant  de  l'intensité 
d'uDH  a':liou  moléculaires.  (Considérons  au  point  donné  un 
élément  de  surface  AF,  et  soit  AP  la  part  de  la  force  V  trans- 
I  luîse  par  l'élément  AF  ;  nous  appellerons  intensité  de  l'action 
nioIé4:ulaireau  point  considéré  l'expression  : 

I  d'où 

(fV  =  R^/b'  (3) 

Nous  avons  loujonrs  supposé  implicitement,  nous  appuyant 
I  suf  les  csemples  précédents,  que  l'action  moléculaire  est  per- 
1  pandiculairc  &  l'élément  de  surface  sur  lequel  elle  agit.  En 


il  n'en  n'esL  pas  ainsi.  Si  donc  l'aclion  inoléculai 
furme  tiii  an^lti  qiielconijue  avec  la  nurmalo  à  l'élémcnl  i 
surface  ifF,  il  nous  sera  loisible  de  la  diVcomposor  en  det 
composâmes,  h  savoir  en  une  acûon  muléaila'tre  normaA 
dirigée  selon  la  normale  ii  l'éli^ment  '/F,  et  en  tine  actiA 
moléculnirtt  langeiUielle,  sitiiéo  dans  le  plan  de  f/F.  OaosI 
suilo,  nous  désignerons  toujours  par  R,  l'intensiiê  de  ractin 
moléculHire   normale,  par  S   celle  de   l'aclion   molèculaif 
l&ngenliello.  Pour  fixer  les  idées,  il  faut  encore  attribuer  d 
signes  aux  actions  normales,  nous  les  alTecterons  du  signe  p 
sitif  lorsqu'elles  tenJeiit  à  sôparer  l'élémisiil  (/F  de  l'élémai 
de  surface    infiniment  voisin,  c'osl-à-dîre   lorsqu'elles  I 
iravailler  la  matiùre  «  l'exlettsion  ;  au  contraire    nous  lej 
iloimoronl  le  signe  — si  elles  tendent  à  rapprocher  CCS  d 
éléments,  c'est-à-dire  s'il  y  a  (oin/iressin/i.  Quant  anx  actla 
langent  icllos.  elles  seront  complèlcmcnt  définies  si  l'on  don 
leurs  composantes  selon  deuxaxesde  coordonnées  tracés  d 
le  plan  de  l'élément  r/F. 

Il  faut  donc  3  composatUes  pour  délinir  complètement  l' 
tion  nioléciilaire  agissant  sur  l'élément  de  surface  dF. 

Il  serait  toutefois  faux  de  croire  que  la  connaissance  i 
ces  3  composantes  suffise  pour  définir  i'ètat  élastique  da  cott 
au  point  considéré,  c'ost-à-dîro  l'étal  du  solitic  en  ce  poâ 
sous  l'influence  do  forces  extérieures  données.  En  ofTet,  < 
état  n'est  complètement  dûlenniité  que  si  nous  cnnaaisscd 
l'action  moléculaire  agissant  en  c»  point  sur  un  élément  I 

cface  orienté  d'une  manière  quelconque. 


Tdtrnisdre  dca  nvtiona  moléculaire».  —  Nous  alloj 

mtrer  qu'il  suffit  de  connaître  l'action  moléculaire  relat^ 

iments  do  surface  passaiit  par  le  point  donné  A,  | 
élut  élastique  en  ce  point  soit  complètonieut  délermïn 
DUS  un  tétraèdre  infiniment  petit,  tel  que  l'un  de  l 
famets  coïncide  avec  le  point  considéré,  décrivons  poui 
libre,  en  supju 
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ptos  que  les  3  faces  passant  par  \e  potul  dotioû  co'mcidenL 
précisémenl  avec  les  3  éléments  (le  surface  pour  lesquels  l'ac- 
liori  moléculaire  osl  connue,  la  qitalrième  face  étant  abso- 
lument quelconque.  L'action  moléculaire  qui  agit  sur  celle 
face  est  un  peu  difTércnlo  de  celle  qui  agirait  itaiis  une  surface 
[uraWële  passant  par  A,  si  nous  supposons  le  tétraèdre  <lc  plus 
eu  plus  pDlil,  celle  qualrièmc  face  se  rapproche  de  plus  eu  plus 
de  A  et  &  la  limite  la  dilTércnce  cnlie  les  deux  actions  molécu- 
laires disparaît.  C'est  là  la  raison  qui  nous  oblige  h  supposer 
le  tétrattili'o  itiiiniment  petit,  dans  d'autres  cas  nous  pourrions 
I  considérer  un  létraisilre  da  dimensions  Anies.  En  effet,  il  est 
bon  de  faire  remarquer  déjà  ici  qu'il  est  trbs  souvent  possible 
dans  la  résislauee  des  malériaux  de  remplacer  l'étude  de  corps 
I  infînimcnt  petits  par  celle  de  corps  de  dimensions  Unies,  très 
petites  il  esL  vrai,  sans  que  l'cxaclitude  du  calcul  en  soulTre 
sensiblement.  Dans  cbaque  cas  particulier  il  sera  en  géuéral 
possible  de  se  rendre  compte  de  la  grandeur  que  les  solides 
'  peuvent  atteindre  sans  qu'il  résulte  d'erreur  sensible  du  fall 
^oe  l'état  élastique  varie  en  passant  du  point  considéré  à  uu 
point  voisin. 

Le  lélraédre  considéré  est  sollicité  par  cinq  forces  exté- 
rieures   qui  doivent  se  faire   i5quilibre,  savoir   :   les   actions 
moléculaires  agissant  sur  chacune  des  quatre  faces  cl  la  ré- 
I  sultante  des  forces  agissant  sur  la  masse  du  solide.  Dans  les 
rapplications  ordinaires   de  la  résistance  des  matériaux,  ces 
I  fbrcea  uxtiSrienres  se  réduisent  h.  une  seule,  le  poids  du  lë- 
Itrafedre,  Si  l'on  étudiail  un  solide  en  raouvemenl,  il  faudrait 
I  ly*^"'*^''  '"^  forces  d'inertie.  Toutefiûs   ces  forces  qui   dépen- 
I  dont  de  la  masse  du  tétraèdre  sont  des  iuGuinienl  petits  du 
I  Iroisifemo  ordre  et  par  suite  négligeables  devant  les  actions 
I  moléculaires,  qui  sont  proportionnelles  ji  l'aire  des  faces  cl 
lar  suite  Tuhniment  petites  du  second  ordre. 
Pour  qu'il  y  ait  é(iuilibre,  il  faut  que  la  somme  géométrique 
wdet  quatre  actions  moléculaires  soit  nulle,  la  force  inconnue 
■««  trouve  donc  comme  ligne  du  fermeture  d'un  polygone  des 
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forces  gaurbi!  ou  h.  l'aiitu  tie  la  oi^lbadc  analytiqai*.  U  Faul  4| 
CCS  qualre  forces  se  coupenl  en  un  mâme  pt'inl.  De  là  rûsultfl'^ 
immédmlcmeiil  que  les  actions  muléculoires  agissant  sur  la»  1 
[rois  éléments  «le  surface  ilnniiéH  iloivenl  salisfaire  à  cerlaioe) 
conditions  atin  d'ittrc  compati bl<.'9  uulri'  cIIbs.  On  truuveraiH 
cos  condilioriK  en  écrivant  qae  les  sommes  Jes  niomvnlii  d 
forces  ]iar  rapport  h  3  axes  reci angulaires  sont  nulles.  Il  < 
toutefois  pitis  simple  de  consicti>ror  l'équilibre  d'un  parallëlî- 
pipëde  inlinimi-nt  petit. 


9.  I>^rnn>poHÎliun  lira  n«-lïoD<i  D*0lrr«ilair*^«.  Ei|all|B 
bre  d'un  pitmlIMlpip^dc  luMnlnicwl  petll.  —  Nous  \'0- J 
Dons  de  voir  que  l'étal  élastique  d'un  solide  en  un  poial  doaoéj 
est  déterminé  sans  ambiguïté  d^8  que  l'on  connuU  les  actiooi 
moléculaires  agi.sftant  sur  trois  élémenls  de  snrfnce  |ia«s&al| 
par  ce  poi[il.  Pour  plus  de  simptirilé,  supposons  ces  troiaJ 
éléments  porpondicnlaires  l'un  à  l'autre,  ila  façon  h  pouvoin 
etnployer  on  système  d'axe^s  rertnngiilaires. 

Soit  0  (fîg.  3*)  le  point  donl  nous  éludions  Vélal  élastîqacJ 
Prenons-le  comme  Gimimel  d'un  parallMipip^de  ioRnîaioaU 
petil  donl  les  ar^les  sont  dirigées  snîranl  Oj-,  Oy,  Os, 

Nous  sommes  forcés  de  supposer  le  pRralli^tipipfedc  inth^-^ 
menl  petit  ;  sans  cela  l'intensité  des  actions  moléculaires  en  dif<| 
férenls  points  «l'une  même  face  du  solide  piMirrait  prendre  dcj 
vaJeurs  Iri-»  différenles.  Dans  celle  hy|>olhi'8e,  non»  pouvoDi 
admettre,  an  contraire,  sans  comincllro  d'erreur  nutable,  qooj 
tes  actions  moléculaires  sont  réparties  uniformément  sur  loa 
faces  du  solide.  La  résultante  des  actions  agissant  sur  noel 
face  passe  dans  ce  cas  par  le  centre  de  i-elle-ci,  elle  est  i^ale  j 
en  grandeur  (éq.  3)  au  produit  de  l'intensité  do  l'actiuu  mol 
culaire  multipliée  par  l'aire  du  roclangle  considéré. 

Les  composantes  normales  des  actions  moléculaires  odI  D 
turellcment  la  direction  des  axes  de  coordonnées  ;  nous  décoDl 
poserons  également  les  composantes  tangentielles   agissanl  j 
dans  chaque  face  en  deui  composantes  selon  les  mêmes  azM.  J 
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Ainsi  donc  sarUs  sixfaC4.-s()u  paralléU|iipè(le  agissent di?(-lmiL 

I  compusanlea  ([m  fonl    éi]niiihre  aux  foiccs  «pissant  sur  la 

passe  au  solide. 

Examinons  nuiinlenanl  los  relations  exislaiU  entre  les  com- 

,  posantes  agissnnl   sur  deux    Faces  opposées.  Considérons  les 

deux  parties  A  ci  B  d'un  corps  sépart-es  par  une  section.  En 
I  vurlit  <lu  principe  de  l'action  et  de  la  réaction,  l'action  molécu-  ' 
I  Uire  exercée  par  A  sur  B  en  un  point  déterminé  de  la  section  < 
[  e*t  égale  el  de  signe  contraire  h  celle  exercée  par  B  sur  A. 
!  Prenons  en  ce  point  la  normale  h  la  surface  de  séparation, 
I  d'on  cAté  de  celle-ci  seulenienl.  Pour  l'une  des  parties,  cette 
L  normale  sera  extérieure,  pour  l'autre  intérieure.  Un  travail 
I  à  l'extension  est,  pour  chacune  des  deux  parties,  une  force 
l  dont  le  sens  coïncide  avec  celui  de  la  normale  extérieure 
[  B  la  partie  considérée.  £n  eifet,  si  eiuus  envisageons  l'autre 
I  portion  du  corps,  d'aprës  le  principe  d'action  el  do  réaction,  i 
ric  sons  de  la  force  est  changé,  mais  en  njftme  temps  le  sens  de 
[  la  nonnale  e-ttérieure  a  changé  aussi,  de  sorte  que  nous  pou- 
1  vons  dire,  sans  ambiguïté,  que  ta  composante  normale  d'une 
(  adion  moléculaire  produit  toujours  un  travail  à  l'extension 
I  (c'est-à-dire  est  positive,  d'aprbs  nos  conventions),  lorsqu'elle 
r  FOÏucide  en  direction  avec  la  normale  extérieure  à  la  section 
(  considérée. 

Considérons  (6g.  3*),  par  exemple,  les  deux  faces  opposées 
I  perptn  dieu  lai  TPS  k  l'axe  des  x.  La  normale  extérieure  à  l'nne 
I  i)»lL-scra  dirigée  selon  les  x  positifs,  celle  de  l'antre  aura  le 
I  sens  opposé.  Supposons  que  l'on  rapproche  toujours  daran- 
I  la^e  ces  deux  faces  jusqu'il  ce  qu'elles  coïncident.  L'action 
I  moléculaire  agissant  sur  l'une  sera  alors  la  réaction  de  l'ac- 
I  tion  moléculaire  agissant  sur  l'autre  ;  nons  voyons  donc  que 
I  les  composantes  des  actions  moléculaires  agissant  sur  deux 
I  hces  opposées  sont  toujours  de  sens  contraires. 

Au  sujet  des  signes  nous  ferons  la  convention  suivante  : 
I  poar  les  faces  du  solide  dont  les  normales  extérieures  sont 
I  dirigées  dans  le  sens  des  coordonnées  positives,  la  composante 


normale  R  est  également  positive,  car  nous  avons  déjà  con- 
venu précédemment  d'affecler  du  signe  +  les  actions  faisant 
travailler  la  matière  à  l'extension.  Le  plus  simple  est  donc  de 
prendre  avec  te  signe  4-,  non  seulement  la  composante  R,  mais 


Fi  g.  3a 
a  figiirc  carrcsjiond  fi  la  notation  R  du  texte. 


aussi  les  deu.\  composantes  de  S,  lorsque  les  normales  cxlé~ 
Heures  des  faces  seront  dirigées  dans  le  sens  positif.  Sur  les 
faces  opposées,  il  faut  changer  tous  les  signes  si  les  compo- 
santes des  actions  moléculaires  sont  positives.  Le  sens  des 
flèclios  des  fig,  3  a  été  déterminé  d'après  cette  convention  ; 
nous  recommandons  au  lecteur  de  l'étudier  attentivement. 
Dans  la  ligtire  3rt  on  n'a  indiqué,  pour  plus  do  clarté,  que  les 
compiisanles  agissant  sur  les  facus  visibles.  La  normale  à  la 
face  située  dans  le  plan  XttZ  osl  dirigée  selon  les  y  négatifs  ; 
par  suIIl'  les  fli-clios  do  It  el  di'S  composantes  de  S  siiiil  égale- 
ment dirigées  selon  les  coordonnées  négatives.  Dans  les  deux 
autres  faces,  au  contraire,  dont  les  normalos  extérieures  sont 
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rposilivGs,  les  floches  sont  égalemenl  tracées  dans  le  sens  des 
Kaxos  positifs,  con formé ruenl  h  notre  hypolhîise.  La  sîgiiificiL- 
lliun  des  indices  dont  sont  affectées  les  lellres  R  el  S  esl  facile 
I  ji  saisir.  Chaque  H  est  atleclé  d'un  indice,  indiquant  ù  quelle 
I  face  il  se  rappoite,  cela  en  donnant  la  direction  de  l'axe 
I  auquel  cette  face  esl  perpendiculaire.  De  même  le  premier  in- 
Ldice  dont  sont  alTeclées  les  composantes  taiigenlielles  S  indique 
~pa  direction  de  la  normale  û  la  face  sur  laquelle  elles  agissent. 
■Le  second  indice  indique  la  direction  de  l'axe  à  laquelle  celte 
■composante  est  parallèle. 
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Fig.  3" 


Reste  encore  un  troisième  point  à  examiner.  Pour  les  faces 
usant  par  0.  on  peut  admettre,  en  faisant  abstraction  de 
ftuantités  infiniment  petites  d'ordre  supérieur,  qu'en  tous  les 
boinle  d'une  même  face  les  composantes  R  et  S  ont  la  même 
"aleiir  qu'en  0.  Par  contre,  il  n'est  plus  permis  de  n<5gliger  les 
Barialions  qu'éprouvent  ces  quantités,  lorsque  l'on  passe  de  la 
pace  considérée  h  la  face  opposée. 


CIUITTRE  1 

El)  général,  Ich  composantes  des  arlions  mnlécalaires  sonH 
des  roiiclious  des  coordotmé«s  r,  y,  s.  Nous  admelirons  qw 
ces  fonctions  sont  conl'muos  ainsi  que  leurs  arrlv6es  partîellei 
du  premier  ordre,  ce   qui  revient  *i  sopposcr  :  \*  que  )■  inaJ 
tiëre  BKt  lioinogëne,  c'csl-à-dirc  que  sos   [irriprlél^s  Alaslïqneft^ 
»onl  les  m^niQfl  en  chaque  point,  nu,  luul  nu  moins,  qu'elles 
varient  d'une  façon  continue  lorsqu'on  se  déplace  à  l'inl^riour  1 
du  corps  ;  2"  qno  la  périptérie  ilii  corps  est  une  surface  conli-M 
iiuo  ;  3°  que  la  loi  de  ri5parlition  des  forces  ext^rienres  peull 
étro  reprûsentéu  par  une  rotiotionconlinued'a'.  ;/,  cl;.  En  vorioj 
do  ces  hypolhiisiïs,  connues  dans  luur  ensemble  sous  le  nooi 
do  loi  tle  continuité,  il  est  facile  d'exprimer  la  valeur  des  com 
posantes  agissant  sur  les  faces  opposées  il  celles  passant  pal 
0.  Considérons,  par  exemple,  les  forces  agissant  sur  la  facftl 
située  iluns  le  plan  x  oz,  Ry,  Sgx,  ^yi,  nous  pouvons  les  sup- 
poser appliquées  au  centre  de  gr&vilé  de  cette  face.  Si  nOuB 
passous  au  centre  do  gravité  de  la  face  opposée,  £  et  £  q^ 
subissent  aucnn  cliangemenl  tandis  que  y  crotl  de  r/y,  !q4 
composantes  dos  actions  moléculaires  relatives  k  cotle  fse4 
s'obtiennent  donc  en  développant  Ity.  S^iS;,i  en  série  h.  l'atdq 
dn  tliéori'mi!  de  Tajior,  en  nous  arrêtant  an  second  terme,  ifl 
vionl  ; 


''Su, 


riS„ 


On  procéderait  de  même  pour  les  autres  faces.  Les  valeori 
sont  indiquées  dans  les  figures  3. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'écrire  les  équations 
générales  d'équilibre  des  forces  sollicitant  le  panUlJ-lîpipkt 
dx  dy  ds. 

Nous  formerons  tout  d'abord  la  somme  des  moments  rela-'l 
tifs  &  un  syslitme  d'axes  parallèles  a  us  arêtes  et  dont  l'arigina 
lolncido  avec  le  centre  de  gravité  du  solide,  ceci  aliu  d'obit- 
iiîr  lê's  relations  que  nous  avons  reconnu  devoir  exister  entra  ! 
I>n  neuf  composantes  Ri,  Uy,  Rj,  Scy,  Sm,  Syx,  Sy^,  Sm,  S<y,  n^j 


lives  aux  irois  Clémeiils  superficiels  passaut  par  0.  Dans 
Hes  éi^iiations,  il  faudra  ialioduiro,  non  les  iiueitsiiés  <los 
VCtions  moléculaires,  mais  leurs  gramfeurs  qui  soal  propor- 
kioDnelIcs  aux  aires  îles  faces  d'application.  La  somme  des 
Imoraents  des  forces,  relatifs  ;ï  Taxe  panillî^le  à  l'axe  des  s, 


.3'): 


Celte  somme  doit  être  nulle  ;  en  divisant  par  dx  dy  dz  et  eu 
■-négligeant  les  lermes  infiniment  petits  devant  les  termes  finis, 
Inous  obtenons  : 


En  aniiulaiit  les  sommea  des  moments  relatifs  bua:  deux  au- 
llriïs  axes,  nous  obtenons  deux  n-lalions  analogues,  de  sorte 
I  qae  nous  trouvons  finaiemenl  les  trois  conditions. 

8;,,=  S;rï,    Sï„  =  Sj,.-,  St.-  =  Sï^  (4) 

qui  constitue  l'un  des  fondamentaux  de  la  résistance  des  ma- 
I  (^rianx.  Il  est  possible  de  généraliser  ce  résultat  en  considé- 
I  ranl  un  parallélîpipfede  oblique  au  lieu  d'un  parallélipipède 
Y  rectangle.  Mentionnons  encore  le  fait  que  beaucoup  d'auteurs 
I  remplacent  des  doubles  indices  par  un  seul,  en  posant  par 
I  exemple  Syx  =  Sxy^  Si.  l'indice  z  indiquant  alors  l'axe  rela- 
I  lÎTcment  auquel  le  moment  de  ces  composantes  est  nul.  Nous 
1  proférons  toutefois  conserver  le  système  des  deux  indices  qui 
I  nous  parait  plus  clair. 

Nous  voyons  donc  que  sis  quantités  sont  nécessaires  pour 

1.  A  l'intérieur  d'un    aimaul  celle  équalioa  n'est  plus  satisraîte,  car  au 
momeDl  de»  nctions  moléculaires  s'HJDulcun  moment  dû  aux  forces  tr.agniti- 
1  nvet,  qui  peut  Hre  du  même  ordre  de  grandeur.  Nous  Tsiaons  Dalnrellement 
I  aUtradtOD  dei^  cas  de  ce  genre. 


\ 
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définir  complètement  I*élat  classique  du  corps  en  un  point 
donné  0.  Aucun  raisonnement  n'est  capable  d'en  réduire  le 
nombre. 

Formons  maintenant  les  trois  autres  conditions  d'équilibre 
en  égalant  à  zéro  la  somme  des  composantes  suivant  les  axes. 
Il  n'est  plus  permis  ici  de  négliger  les  forces  extérieures  agis- 
sant sur  la  masse  du  corps,  car  ces  forces  sont  du  même  ordre 
que  les  variations  des  actions  moléculaires  relatives  à  deux  fa- 
ces opposées.  SoitX,  Y,  Z,  les  composantes  de  la  résultante  de 
ces  forces  extérieures  rapportées  à  l'unité  du  volume.  Dans 
chaque  équation,  les  termes  contenant  Rx,  Ry,  Rx,....  b'annu- 
lent  deux  à  deux  ;  il  ne  reste  donc  que  les  termes  contenant 
les  dérivées  partielles  des  actions  moléculaires.  Nous  obtenons 
donc  les  expressions  : 

Forces  parallèles  à  Ox. 

-r^  dx  dy  dz  +  -j^  dx  dy  dz  +  — -£?  dx  dy  dz 

dx  ^  dy  '^  dz  "^ 

X  dxdy  dz  =^0 


Forces  parallèles  à  Oy 

i^  dx  du  dz  +  ^y  dx  dydz  +  ^^dxdy  dz 
dx  '  dy  ^         ^      dt  ^ 

H-  Y  é/x  dy  dz  =  o 
Forces  parallèles  à  Oz. 

îhîdxdydz  +  'iÎMl  dx  dydz  +  "Î^-Vx  dy  dz 
dx  -^  dy  ^  dz  ^ 

4-  Z  dx  dy  dz  =  o 
A'r\  en  supprimant  le  facteur ^/j:  dydzy  volume  du  solide 

'x  dy  dz 

•Jj:  dy  dz 

1^  H- !L^' +£l£  +  z  =  0 

dx   ^    dy    ^   dz 


.  j 
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!•.  Eqaatious  d'éqDlllbre  d'un  tétraèdre  inBninient 
petit.  —  Etablissons  maintenant  )es  conditions  d'équilibre 
du  problème  traité  à  l'art.  S.  La  Ti^.  (4)  donne  le  tétraî-<jre  en 
projections  verticale  et  horizontale  ;  nous  supposons  connue 
l'intensité  des  actions  moléculaires  agissant  en  0  dans  les  trois 
plans  zOy,  xOz,  yOx.  Il  s'agit  de  calculer  l'intensité  de  l'ac- 
tion moléculaire  relative  à  la  face  opposée  à  0.  Soient  Pn  celte 


-'1 

r 

0 

«; 

X 

.i 

■"''^              P' 

Fig.  4 
ir  dans  la  Cgurc  rorrespond  à  R  dj  lexle 


intensité  Pnx,  Pny,  Pnï  les  composantes  selon  les  axes,  n  dési- 
gnant la  normale  extérieure  à  la  face  considérée,  f/F,  l'aire  ''e 
celle-ci.  Les  aires  des  trois  autres  faces  du  tétraèdre  sont  sim- 
plement les  projections  de  dV  sur  les  plans  de  coordonnées, 
on  les  obtient  donc  en  multipliant  dY  par  le  cosinus  de  l'an- 


gic  dm  deux  plans.  Mais  cet  angle  est,  d'après  un  théorëme 
bien  ronnu.  égal  à  Tangle  des  normales  aux  deux  plans; 
donc  par  exemple  l'angle  formé  par  r/F  cl  le  plan  t/oz  est 
égal  à  l'angle  formé  par  n  avec  l'axe  des  x,  angle  que  nous 
désignerons  par  (iix).  Egalant  à  zéro  la  somme  des  compo- 
santes selon  les  axes,  nous  trouvons,  en  appliquant  la  con- 
vention précédente  au  sujet  des  signes  et  en  laissant  de  cdté 
le  fadeur  commun  rfF  : 


P„  =  R,  cos  {H.r)  +S„cos  (/iyH-P„cos  (itz) 
!'„„  =  S,,  cos  (iix)  +  R^  cos  (ni/)  -+-  S,,  cos  (»z) 

P„  =-  S,:  ros  UiT)  +  Sj,:  ros  (n//)  -+-  Ri  cos  [ttz) 


(6) 


Si  I»  fiiiv  considérée  se  trouve  ji  la  périphérie  du  corps,  il 
fandrii  ititicndre  par  l*  la  force  exlérieure  agissant  en  ce  point 
sur  It"  corps. 

Si  ci'tle  force  extérieure  est  nulle,  tes  équations  précédentes 
devit'iiiii'ul  : 


M,  fus  {li.r)   -f  S„COS  (/'//) -t-S:^  COS  (nz)  =  0 

S,,r.is  (mi  -1-  H,  ctisiHyl  +  S -^ cos (» j)  =  o 
S.,  rus  (;,.,■)  +  S,..cos  (,,y)  -H  R.  cos (hj)  =  o 


(7) 


Il  Mi'niit  naliiri-llcuieiit  possible  d'étudier  de  la  môme  ma- 
nirri'  rriinililiri!  d'ini  solide  iulinimont  petit  de  forme  quel- 
i'<irii]iii'.  On  n'olilii'iidrail  tuiih-Tuis  aucun  résultat  nouveau. 
lhui-1  l'uili-ti'-l  di-M-niinni'n<;unls,  au\(|uels  nous  recommandons 
n|M'ii'itili-tn<'nl  di-  ]iii>n  si^  péin'lrer  dos  articles  précédents,  il  est 
|iii'lri.ilili'  di'  SI-  IxiriH'r  fi  Trliidi'  du  tétraèdre  et  du  paralléli- 
|iiprili-.  un  l'urps  i|ni'lfnrii[ni'  puiivîinl  toujours  être  divisé  eu 
'•iili<l>'->  inliniinml  |.rlils  il.'  ns  formes. 
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CAS  PARTICULIEBS    D'ETATS  ELASTIQUES 


II.  K(mU  élastique  double  ou  plan- —  Nous  avons  étu- 

1  dié  jusc{u'ici  le  cas  le  plus  général  d'étal  élastique  qui  puisse 

Bse  produire   dans  un  corps.  Les  (ji'oltli'mes  ([u'uii  rencoatro 

Edans  la  pratique    sont   ordinairetnenL   beaucoup   plus  sim- 

tples.  Nous  nous  bornerons  par  suite  à  considérer  l'élat  élasli- 

Iquc  double,  c'est-à-dire,   un  état    dans  lequel  la  matière  en 

I  chaque  point  n'est  sollicitée  k  aucun  travail  dans  une  direo 

^ou  déterminée.  Nous  prendrons  pr<5cisémenl  celte  difectiou 

tomme  axe  des  Z,  L'(^lat  élastique  double  est  donc  délini  par 

ks  relations. 


IU  = 


(8) 


Des  G  quantités  nécessaires  pour  définir  généralement  un 
élastique,    trois   seulement   sont  ici   diltérenlcs  de  zéro, 
«voir  : 

Bi,  Ri,  et  Sia^Sj,! 

Ntms  écrirons  dorénavant  simplement  S,  sans  indice,  une 
Ic4iifusiua  n'étant  plus  pussible. 

Proposoiis-nons  de  résoudre  la  question  suivante:  Etant 
bouné  au  point  d'un  corps,  soumis  à  un  élat  élastique  double, 
naelles  sont  les  sections  menées  par  ce  point,  pour  lesquelles 
Fioteosité  de  l'action  moléculaire  atteint  une  valeur  ou  maxi- 
piam  ou  minimum.  Il  sufSl  de  consid<irer  des  sections  paral- 
bles  il  l'axe  des  z.  Considérons  im  prisme  h  base  triangu- 
"e  (Gg.  5).  soit  (is  la  longueur  des  arêtes  parallèles  â  l'ase 
i  s.  Les  relations  (8)  montrent  immédiatement  que  les 
bases  du  prisme  ne  sont  sollicitées  par  aucune  force. 


Les  intensités  ^es  actions  moléculaires  agissant  sur  les  faces 
latérales  sont  indiquées  daoB  la  figure.  L'intensité  de  l'action 
relative  à  la  section    considérée  qui  fait  un  angle  f  avec 


l'axe  ox,  est  décomposée  en  deux  composantes,  l'une  nor- 
male R',  l'autre  tangentiello  S'.  L'action  moléculaire  relative 
à  cette  section  ne  saurait  en  efTet  avoir  de  composante  dans 
le  sens  de  l'ase  des  s,  puisqu'il  n'existe  à  la  surface  du 
prisme  aucune  autre  force  dirigée  dans  ce  sens  qui  puisse  lui 
faire  équilibre. 

Les  équations  d'équilibre  sont  ici,  dF  désignant  l'aire  de  la 
face  încliDée  : 

Force  parall{>le  à  l'axe  des  x  : 

R'rfF  sin  «  -i-  S'  (/F  cos  y  —  Hi  rfF  sin  o  —  S  rfF  cos  <p  =  o 
d'où  en  supprimant  le  Facteur  commun  dF  : 

R'  sin  ç  +  S' cos  ç  —  R^  sin  ^  —  S  cos  f=o 
Force  parallèle  à  l'axe  des  y  : 

R'  costp  —  S'siii  tp  —  Ry  cos  f —  S  sin  0  =  0 
Résolvons  ces  deux  équations  par  rapport  à  R'  et  S'  eu  mul- 
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rliplianl  la  première  par  sîn  »  et  la  seconde gar  cos  y.  puis  en 
IfaJNanl  les  miilliflicaiions  inverses  ;  il  vient  : 

R'  ^^  Rj  sin'  f  +  R„  cos'  if  -}-  2  Scosf  sin» 

[uu,  en  introduisant  dans  le  calcul  l'angle  2  f  : 


sm' 


nï+  n, 


cos'  5  =  - 


Bi  -  W-j 


S'  =  ^ — ï— ^fiin  2:p  +  S  cos  2  » 


(9) 


Nous  avons  ainsi  R'  el  S'  en  fonction  de  l'angle  rp.  Cher- 
t  chons  d'abord  le  maximum  do  R'  ;  en  égalant  à  zéro  la  dérivée 
bde  R'  par  rapport  à  »,  il  vient  : 


(10) 


(H) 


«  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Le  membre   de  droile  dtt  l'équalion  (40)   est  précisément 

■tfgal  au  double  de  la  valeur  de  S'  {éq.  9).  Nous  voyons  donc 

Wlue  R'  est  maximum  ou  minimum  pour  les  sections  dans 

■lesquelles  S'  est  nul.   L'équalion  (11)  montre  de  plus  qu'il 

existe   au    moins    deux    sections    perpendiculaires    l'une  îi 

iTanlre  pour  lesqacllex  ceci  à  lieu. 

Uo«  exception  est  toutefois  possible,  savoir  quand  S  =  (/ 

E«l  Hi^  Rk  ;  dans  co  cas  S'  =  o  et  R'  est  indépendant  de 

Pç,  c'est-à-dire  constant  pour  toutes  les  sections  menées  par  0. 

Abstraction  faite  de  co  cas  particulier,  il  existe  donc  tou- 

s  dans  un  état  élastique  double  deux  sections  parallèles 

L  Taxe  d«s  s,  perpendiculaires  l'une  â  l'aulre  et  pour  les- 


±n  cuArniiE  1 

quelles  S'  =  o  el  R'  allciiit  udo  valeur  maximum  ou  i 
oinufD,  On  nomme  ces  iteuK  sections  les  i-ections  prinàpalM 
el  les  actions  malécnlaires  c»rre5p(indanles,  actions  t 
laires  pi-iiteipalcs  du  solide  au  point  considéré. 

Remarquons  en  passant  i;u*il  est  possible   de  résoudra  1 
m^me  problùmo  dans  le  cas  général  de  l'étal  élastique  triple  ;  | 
le  calcul,  beaucoup  plus  long,  s'opère  d'une  façon  analoguoj 
On  trouve  3  sections  perpendiculaires  entre  elles  dans  let 
quelles  le»  actions  langontielles  s'uanulcnl.  On  peut  considérd 
dans  l'étal  élastique  double  le   plan  xoif  comme   troisiltma 
plan  dans  lequel  n'agît  pas  d'action  moléculaire  langcnlielle  ;  ' 
de  plus  pour  ce  plan,  l'action  moléculaire  normaltt  est  nulle.  , 
11  est  donc  possible  de  définir  comme  suit  Télal  élastique'  i 
double  :  Cétat  ftastique  tlanx  lequel  une  des  ticdons  prvid-  I 
pales  est  nulle. 

Nous  trouvons  l'intensité  des  actions  principales  en  substi-J 
tuant  dans  <.9)  les  valeurs  de  s  tirées  de  (10)  et  de  (II). 

Résolvons  (10)  par  rapport  à  sin  2^  et  cos  2f.  nous  IroO' 


ition(9*  donne  par  suite 


cos2y^d 


V*S'  +  (B,— H,ï» 


^(H,-H,)«  +  2S' 


\4S'  +  (R,  — B,)' 


RTn'    = 


lu  +  IW 


-  ViS'  +  'H,-H,)' 


(I2> 


Il  stM'ait  facile  de  voir  en  formant  la  dérivée  seconde  de  | 
R'  par  rapport  k  f  que  l'une  des  valeurs  est  un  maximum, 
l'Hulrc  un  minimum,  ceci  résulte,  du  reste  déjà  du  fail  qoe'  i 
IouIb  fonction  continue  de  l'angle  ç  qui  n'est  pas  une  cons- 
tante doit  avoir  au  moins  un  maximum  et  un  minimum  lorijquej 
«  varie  de  0  ft  2  ;:. 
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Si  S^o,  les  axes  de  coordoDoées  coincideiil  avec  les 
nions  moléculaires  pi-iacipali-s,  el  de  plus  Ri  ^  Rj,  les  aclioos 
riocipales  sonl  égales  eutre  elles,  el  toutes  les  seclions  pas- 
Bftnl  par  i<i  puint  doané  sonl  des  directions  principales. 

Déler minons  maintenant  les  sections  dans  lesquelles  S'  est 
amaxinmin  ou  un  minimum.  L'équation  (9)  donne  : 

U'i  3  '  ■ 


(13) 

On  voit  que  cette  valiîur  esl  égale  à  la  cotangente  de  l'an- 
a  2^  déterminé  par  la  formule  (10).  Donc  /es  seclioTis  dans 
tguel/i's  S'  atteint  sa  valeur  jiiaximwn  ou  miiiôniim,  for- 
geai un  angle  de  45°  avec  les  sections  principales.  Il  coii- 
ml  du  remarquer  que,  dans  ces  sections,  l'aclion  molécu- 
!  normale  n'esl  pas  nulle  ;  si  l'on  subslilno  la  valeur  (13) 
ias(9),  il  vient: 


Dans  le  cas  seulement  où  R^, 
La  formule  (13)  donne  : 

Rx  -  Hjf 


-Ry,  R' est  nul. 


SÏD  2^  = 


V*S'-i-[Br-H!,)' 


,C0s2'f^ri 


v/4S'  +  (H.t-Rs)' 


I  introduisant  ces  valeurs  dans  la  seconde  des  i^quatioi 
lous  aurons  : 


i(9), 


S': 


;v«s.+ili,-n!,)> 


(H) 


I  Les  deux  quantités  S' nu.  et  S' mia.  ne  dîlTercnt  l'une  de 
lalre  que  par  le  signe.  Ce  n'esl  là,  du  reste,  en  ce  qui  con- 
mi*  les  valeurs  absolues,  qu'une  conséquence  immédiate  de 
t  Fannale  (4)  exprimant  l'égalité  des  actions    moléculaire» 


tangeilUellcs  dans  deux  sections  perpcntllculaires.  Los  sh 
^iics  dans  la  formule  (14)  n'ont  pas  d'importance  car  id 
dépendent  de  la  convention  arbîtrairo  faite  au  sujet  du  scoi 
dans  lequel  S'  serait  comptt!  positivement. 

■  •.  Etat  élaMli<|ue  simple  an  linéaire.  —  Il  est  poi 

sihie  do  déduire  de  l'élat  tdaslique  double,  un  état  étftsliqilj 
plus  simple  encore  en  supposant  l'une  des  deux  actioni 
moléculaires  principales  égale  à  zéro.  Supposons  ijue  \«( 
axes  de  coordonnées  coïncident  avec  les  directions  princl 
pales  :  S  est  donc  nul  ;  de  plus,  nous  admettons  par  hyfM 
thèse  : 

R,  =  » 

Les  formules  précéiientes  devieniieiit  : 

R-  =  R,  '  ~  ""  ''  =  R,  sin'  = 


S=l',m2, 


(15) 


C'est  là  l'étal  élastique  qui  s'établit  h  rinlériciir  d'une  lîgl 
travaillant  h  l'extension  ou  à  la  compression. 

La  seconde  des  formules  (t5)  montre  que  la  plus  grandi 
action  moléculaire  langentiellc  peut  au  plus  être  égale  à  | 
moitié  de  l'action  moléculaire  principale. 

tS.  Elllpau  tlca  netlon*  moléralairc*.  —  Supposod 
que,  dans  te  cas  de  l'état  élastique  plan,  nous  ayons  délermiiu 
pour  toulcH  les  sections  purallt^les  à  l'axe  des  s  passant  par  I 
point  considéré,  les  composantes  R'  et  S'  de  l'inteasilé  dd 
actions  moléculaires. 

Formons  chaque  fois  la  résultante  P  de  R'  et  S'  et  repn 
sentons  cette  quantité  par  un  vecteur  ^^lg.  6).  \  chaque  SM 
lion  correspond  nn  vecteur  semblable,  et  les  extrémités  t 
ces  vecteurs  sont  situées  sur  une  certaine  courbe.  Non 
allons  démonlror  quo  cette  courbe  est  une  ellipse  :  PelHfA 
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î  actions  moléculaires.  Décomposons  P  en  ileux  compu- 
|sntcs  suivant  deux  axos  perpcndiculaîics  ox  et  oy;  ces  com- 
losaiites  Vx  el  P„  sont  les  coortIonnÉes  d'iii)  point  du  lieu 
jiei-ché.  Ofi  peut  calculer  facilement  P^  et  Pj  au  moyen 
les  équations  (9),  en  décomposant  R'  et  S'  selon  les  axes. 
1  est  toutefois  plus  simple  de  procéder  autrement.  Suppo- 
(ons  que  les  axes  coïncident  avec  les  directions  principales, 
i  ligure  (5)  se  simplifie,  S  étant  nul,  et  les  forces  agissant 
jor  le  prisme  élémentaire   se  réduisent   à  celles    indiquées 


p  lie  la  figure  =  P  du  lenle 


=  i'n, 


ure  (7).  R*  et  Rj,  sont  donc  maintenant  les  inton- 
ËUs  Aes  actions  moléculaires  principales. 

Les  conditions  d'équilibre  du  prisme  (lig;.  7)  donnent  les 
Ifliilion»  : 

P„x  =  Rjj  si  n  u      Pwy  =  Uj,  cos  ^ 


Ed  éliminant  f,  nouti  obtenons  pour  l'équalion  da  lien 
cherché  : 


(^y-(i')"=' 


(16) 


C'est  bien  là  l'éqDation  d'une  ellipse  rapportée  k  ses  axes. 
Si  Rr^Ry  l'ellipse  des  actions  moléculaires  devient  un  cer- 
cle, qui  correspond  au  cas  déjà  souvent  mealionné  dans  lequel 
toute  direction  peut  être  envisagée  comme  direclioa  princi- 
pale. Cet  état  élastique  s'établît,  par  exemple,  à  l'intérieur 
d'un  liquide  en  repos,  ou  même  à  l'intérieur  d'un  liquide  en 
mouvement,  à  condition  toutefois  que  le  liquide  soit  sans 
frottement. 

L'ellipse  des  actions  moléculaires,  tout  en  donnant  une 


image  parlante  des  intensités  des  différentes  actions  molécu- 
laires, dû  leur  grandeur  et  de  leurs  directions,  ne  permet  ce- 
pendant pas  de  déterminer  la  dircclion  de  la  section  relative 
à  une  action  moléculaire  donnée  et  inversement.  Pour  les 
actions  principales  seuleiiicut,  on  sait  que  les  actions  corres- 
pondantes leur  sont  perpendiculaires.  On  peut  démontrer  qu'il 


ftxisie  une  conique  par  rapport  k  laquelle  la  direclioii  d'uoo 
feclion  quelconque  et  la  direction  de  l'action  moléculaire  cor- 
■espnndante  sont  conjuguées.  Celte  conique  est  appelée  courbe 
^rectrice  iffs  actions  motéculaire^.  Noua  renonçons  à  eu 
Lablif  l'équalion,  vu  le  pou  d'utilité  pratique  de  ces  considé- 

Naturellement,  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  articles 
précédents  sur  l'^Lal   élastique  double   esl   susceptible  d'èlre 
méralisé.  On  peut  démontrer,  dans  le  cas  général  de  l'état 
niastîquc  triple,  l'extfilence  de  trats  actions  moléculaires  prin- 
tates,  d'un  vllipaoïde  îles  actions  moléculaires,  dîme  sur- 
face directrice  des  actions  moléculaires,  etc. 


I  14  6|I««cmen(«linple.  —  L'ellipse  des  aciiuns  molécu- 
jures  dég-éiière  eu  un  cercle  dans  uu  uulre  cas  que  celui  que 
pous  venons  de  voir,  savoir  :  lorsque  les  deux  actions  princi- 
Hlles  sont  égales  cl  de  signe  conliaire.  Nous  avons  déjà  fait 
nention  de  ce  casdansles  remarques  qui  suivent  l'équation  (13), 
■otu  avions  reconnu  que,  dans  les  sections  inclinées  fi  45"  sur 
ns  directions  principales,  les  actions  moléculaires  normales 
Hûp&raissent  tandis  que  de  l'équation  (14)  résulte  que  les 
Dtions  moléculaires  langonlielles  relatives  à  ces  sections 
fOt  égales  aux  actions  principales.  Ces  résultats  sont  con- 
tirniés  par  l'examen  du  cercle 
des  actions  moléculaires.  Sup- 
posons que  l'on  fasse  tourner 
le  vecteur  daas  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  :  la  di- 
reclion  delà  section  correspon- 
dante tourne  en  sens  inverse. 
Dans  chaque  position  do  la 
section,  l'iulensilé  de  l'action 
motécutaire  correspondante  est 
î  qu'elle  forme  avec  la  section  varie. 
deux  positions  de  la  section,  perpendiculaires  l'une  à 
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Tautre,  cet  angle  est  droit  ;  dans  deux  autres,  inclinées  de 
45**  sur  les  premières,  cet  angle  est  nul,  et  par  suite  Taction 
moléculaire  purement  tangenticlle. 

Il  est  désirable  d'avoir,  pour  ce  cas  qui  revient  fréquemment 
dans  la  pratique,  une  dénomination  spéciale.  Nous  dirons 
qu'en  tout  point  où  s'établit  un  état  élastique  pareil,  la  ma- 
tière travaille  au  glissement  simple.  On  peut,  en  effet,  dé- 
terminer complètement  cet  étal  en  délimitant,  au  point  con- 
sidéré, un  cube  infiniment  petit,  tel  que  sur  quatre  faces  agis- 
sent exclusivement  des  actions  moléculaires  tangentielles 
perpendiculaires  à  Taxe  des  z,  tandis  que  les  deux  faces  per- 
pendiculaires à  l'axe  des  ;;  ne  subissent  aucun  effort  (fig.  8). 

Cette  définition  revient  à  dire  que  dans  le  plan  diagonal 
parallèle  à  Taxe  des  z  agissent  deux  actions  moléculaires  prin- 
cipales, égales  et  de  signes  contraires. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  PREMIER 

Exercice  /.  •—  Appliquer  les  équations  (5)  au  cas  de 
rétat  élastique  plan. 

Solution.  Si  l'on  supprime  dans  les  équations  (5)  les  com- 
posantes indiquées  dans  les  équations  (8),  il  vient  entre  autres 
Z  =  o.  Cet  état  élastique  n'est  donc  possible  que  si  la  force 
extérieure  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  z  (ou  si  elle  est 
nulle). 

Les  deux  autres  équations  (5)  deviennent, 

f+-— 4-  X  =  o 


dx  dy 

dRy        dS 


dy  dx 


+  Y  =  0 


On  pourrait  déduire  ces  équations  directement,  en  posant 
les  conditions  d'équilibre  d'un  parallélipipède  infiniment  petit 


.  ■»  ; 


ionluiie  nrélc  sérail  paralltleà  l'axi^dcs:  cl  cnlctiant  cotnpio 
s  éqoaliuus  (8). 
Exeixice  ê.  —  Déterminer  la  valeur  de  la  componante  nor- 
tnale  Ru  de  fintcmùé  Pn  de  l'action  moléculaire  rciative  à  un 
Wplan  donné. 

Solution.  Au  lie»  de  projcler  Pn  elle-nn>iin!  sur  la  normale  /( 
ADUr  obtenir  H»  il  est  plus  simple  du  projeter  surcolte  nor- 
jnnlo  les  composantes  de  P„  selon  le»  axes  et  de  former  la 
lOiumc  algébriiiiie  des  projections.  Nous  aurons  donc  : 

K„  =  P„j  cos  {nx)  H-  P„y  cos  («y)  +  P».  cos  (na) 

ba,  en  mullipliant  les  valeurs  tirées  des  équations  (6>K 

R„  =  Rx  cos'  {nx)  -+-  Rj,  cos'  {nij)  -f-  Rj  cos'  {nz) 

-\-  2  Sjy  cos  (nx)  cos  (ni/)  ■+■  2  S^:  cos  (ny)  cos  (nz) 

+  2  Sii  cos  («=)  C09  {nx) 

Exercice  3.  —  Un  arbre,  travaillant  simultanément  à  la 
^Ê^xion  et  à  la   torsion,  subit  à  l'endroit  le  plus  dangereux 
une  action  moléculaire  perpendiculaire  à  la  ieclion,  dont  Vin- 
\sité  est  égale  à  300  kiloyr.  par  cm*,  et  une  action  molécu- 
^in  tangentielle  d'intensité  égale  à  400  kilog.  par  cm*.  Dé- 
miner les  valeurs  de  R'max  <^t  S'maï. 
Solution.  L'étal  élastique  est  double.  Prenons  l'axe  longilu- 
I  dinal  de  l'arbre  pour  axe  des  :cct  supposons  l'axe  des  y  paral- 
■lèlo  &  la  direction  de   l'action  moléculaire  langcutiellc.  Nous 
^Tons  : 

Rx=3Û0  S  =400  R^  =  tt 

Les  équations  (12)  el  (U)  donnent  ; 

R'„„,  =  +  577,2  kilogr,  par  cm*. 
H'„„.  =  —  277,2  » 

S'.„,  =        427,2 


^ 


CHAPITRE  II 

DÉFORUITIONS    ÉLtSTIOUES 
TilAVAIL  UES  UATÉItlAUX 


I  1,  />♦  l'tlailicite  —  15,  IWform.tliona  corrt^lalivcs  des  actions  molécu- 
laire». —  IG.  Essais  des  malériaUK  k  l'extonsicn.  —  17.  Elasticité  et  Plas- 
ticité- —  18.  Loi  do  llooke,  tlâfomin  lions  d'un  prisme  travaillant  à  l'ex- 
iBBsioD  OU  h  la  compri;sston  —  19.  Princi|)s  de  superposition.  — 
lu.  PrupnMs  èl&sti'iiies  iJes  corjH  iii>   sattsTaisunt  |ia$  h  la  loi  <le  llooke. 

■  t.  Déformation»  ilpm^nlaîre».  ■—  i{.  Déformations  (Mémeataires  d'un  pa- 
nlliSi|H|i^fe  inlinirnunt  petit.  —  33.  Relation  entre  G,  E,  B  et  m.  — 
t3.  EJlip«oide  Att,  dérormations.  —  ai,  Dérormaticmélémentairâ  dans  une 
cliOD  qiielcoaijae, 

1 3.  7Viti;ui7  de»  matériaux  de  construction.  —  2j.  Limite  pratique  du 
inrail  Je»  malérUii».  —  9H.  Expériences  de  Woeliier.  —  S7.  Causes  dé- 
tenninante»  do  Is  rupture  dans  le  cas  d'un  ûtat  élastique  triple  ;  opinions 
&\et*n  ti  r.el  ^gard.  —  S8.  Travail  élastique  de  comparaison. 

1 4.  Troruit  spécifique  de  déformation.  —  29.  Energie  potentielle  inlarne 
iTuii  parnllé!ipi[>èdc  infiniment  jietit. 

~     -cire»,  N"  i  ft  1(1. 


DE  LKLASTICJTÉ 


DrPortnativu»   corrélntive»  «le»  nclionis  moléen- 

■ire».  —  Le»  conililioiis  d'éqiiililirc  iUs   ticlions  moléculai- 

«otlOdli'H  )eiir»ronséqnence8  sont  applicables  à  lotit  corps, 

[aatllo  que  soit  la  façon  tlonl  il  se  comporln.j'i  condition  lou- 

rfbÎA  que  I&  loi  de  continuité  soit  saliiiraiti!.  Biles  sont  dotic 
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vulftbk's  aussi  liieri  pour  un  lus  lio  saltlo  ou  une  molle  d'arg'tl 
que  pour  les  mélatix,  les  liijuides  ou  les  gaz.  Nous  nvnns  v 
également  qu'elles  ne  fournissent  que  3  équalion»  entre  let 
composantes  des  actions  moléculaires  cl  les  forces  exté- 
rieures, alors  que  6  iiiianliU's  «ont  nécessaires  pour  dèûnît^ 
l'état  élastique  d'un  corps  en  un  point  donné.  Nous  sommeah 
donc  obligés  pour  résoudre  complëlcraent  le  problème  d'in^l 
troduirc  dans  le  calcul  de  nouveaux  élémenls. 

Sous  l'influence  des  actions  muléculaires  lu  corps,  qoB)| 
qu'il  Eoit,  subit  certaines  mudificalious  de  forme,  certaitM 
déformations.  Il  est  évident  qu'il  doit  exister  des  relalioM 
parfaitement  délormiiiées  etitro  les  défurmatioiis  et  les  acliofl 
moiéculaires  corrélatives.  La  déformation  subie  par  le  cord 
en  un  point  donné  est  conipltlemont  définie  si  nous  savons  f 
combien  le  point  s'est  dépincé  dans  le  sens  des  3  axes  àe  cfl 
ordonnées.  Si  donc  nous  connaissons  les  relations  cxislaT 
entre  les  déformations  el  les  actions  moléculaires  corrcspol 
dantes,  nous  pouvons  exprimer  celles-ci  en  fonction 
celles-là;  en  substituant  ilans  les  équations  5,  nous  obliefl 
droDs  un  système  de  3  équations  aux  dérivées  partielles  &  f 
variables  indépendantes:  le  problème  pourra  donc  être  résoT 
coniplëtemont,  en  tliéorîe  du  moins;  pratiquement  la  résolfl 
tion  des  équations  présente  lo  plus  souvent  des  difficnlla 
insurmontables. 

L'e.'ipériencD  seule  peut  donner  la  relation  existant  entre  !■ 
actions  moléculaires  et  les  déformations  corrélntivea.  Pour  | 
déterminer,  il  faut  mesurer  les  déformations  produites  | 
des  forces  connues  sur  un  corps  donné,  étudier  l'inflnena 
des  dimensions  du  corpsen  question  el  conclure  île  liiquellfl 
seront  les  déformations  subies  par  un  paialUOipipëde  infîii^ 
ment  petit. 


t6.  ENsalHdei  malérlaux  »  rexlcnaioM.  ~~  L'une  dJ 
expériences  les  plus  fréquentes  consiste  A  di'Icrminer  les  dfl 
formations  subies  pnr  une  li^e  métallique  travaillant  n  l'cfl 


Fig.  0 
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ElBDsion.  On  emploie  à  ccl  eiïot  utio  lîgc  il'eiivii-on  20  à  '2j  mm. 

^e  dtamùlrii  et  de  3U0  iniii.  dû  longueur.  L'expérieuce  con- 

mesurer  l'allongomeut   qu'éprouve  la  portion    mé- 

Itane  do  la  Uga,  comprise  entre  deux  points  de  repère  dis- 

nts  d'environ  100  à  150  lum.&t  allongement  étant  très  pclil, 

i  csl  nécessaire  d'avoir  un  appareil    asse?.  sensible  pour  le 

ADstater. 

L'appareil  à  miroir,  construit  :i  cet  elTet  par  Bauschingcr. 
(erniot  de  mesurer  les  alloiigcmenls  avec  une  exactitude  d'un 
jîtxra-illièinc  de  mm.  lise  compose  essentiellement  (lig.  i))  de 
deux  ressorts  F  fixés  à  l'un  des 
points  de  repfere  A  sur  Péprou- 
vetleS.  L'extrémité  libre   des 
ressorts    s'appuie    légèrement 
contre  deux  roulettesd'ébonile 
qui  peuvent  tourner  librement    autour    de  leurs  axes. 
£s  axes  sont  cali^s  entre  pointes  dans  un  cadre  fixésurTéprou- 
&otlo  à  l'autre  point  de  répère  B.  Lorsque  l'éprouvetle  subit 
[Ôn  effort  d'extension,  l'espace  compris  entre  les  deux  points 
6  repère  s'allonge,  et  les  ressorts  F  eu,  s'appuyant  sur  les 
iouletles  R  les  font  tourner   d'un  certain  angle    proportion- 
na rallongemeal.  L'ase  des  roulettes  porte  un   miroir  qui 
^rmet  de  mesurer  cet  angle  i\  l'aide  d'une    rbgle  divisdo   et 
Fane  lunette,  selon  la  métliode  si  souvent  utilisée  en  physique. 
lest  nécessaire  d'employer  deux  roulettes:  on  voit  en  effet 
[lie  celles-ci  tournent  en  sens  inverse;  par  suite  les  erreurs 
ibservalions,  dues  à  des  imperfections  de  calage  de  r<5prou- 
Klti  tlans  la  machine  d'essais,  à  des  déformations  de  certaines 
a  de  celles-ci,  etc.,  sont  éliminées  en  prenant  la  moyenne 
ps  lectures  faites  aux  deux  lunettes.  On  pourrait  ualurelle- 
pent  observer  d'une  façon    semblable  le  raccourcissement 
^ne  lige  soumise  à  un  effort  de  compressioii. 
.Une  expérience    de  ce  genre    faite  sur    une    i^prouvctle 
BÏer  doux  montre  que  les  allongements  soûl  proportionnels 
KolTorls  d'extension  tant  que  ceux-ci  ne  dépassent  pas  une 
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certaine  graiidour  ;  do  plus  ils  disparaissenl  complèloment 
lorsque  l'effort  cesst».  Si  par  contre  Tefforl  d'extension  dépasse 
une  certaine  limite,  les  allongements  corrélatifs  ne  disparais- 
sent plus  complètement  ;  enlin  pour  une  certaine  valeur  de 
cette  force,  la  tige  se  rompt. 

Une  éprouvette  de  bois  ou  d'autre  métal  se  comporterait 
sensiblement  de  la  même  manière,  les  matériaux  pierreux  par 
contre  d'une  façon  tout  autre. 

tV.  filaiiticité  et  plaMticité.  —  Comme  dans  l'exemple 
précédent,  on  constate  d'une  manière  générale  que  les  défor- 
mations subies  par  un  corps  sous  rinfluenco  de  forces  exté- 
rieures données  sont  de  natures  diverses. Si, les  forces  extérieu- 
res cessant  de  solliciter  le  corps,  les  déformations  observées 
précédemment  ne  subissent  aucune  modification,  on  dit 
que  la  matière  dont  est  formée  le  corps  esip/aslique  (Type 
de   matière  plastique  :  l'argile  mouillée). 

Si  au  contraire  les  déformations  disparaissent  avec  la  cause 
qui  les  produit,  la  malien^  du  rorjjs  est  dite  parfaitement 
élastique  (Type  de  matière  élastique  :  le  caoutchouc).  Si  enfin 
les  déformations  ne  disparaissent  que  partiellement,  la  ma- 
tière sera  .semi-r/astique,  Alin  do  définir  d'une  manière  pré- 
cise la  notion  d'élasticité,  nous  introduirons  le  principe  du 
travail  de  déformation.  Nous  eiilondons  par  là  le  travail 
mécanique  fiuirni  par  d4»s  forciîs  exléritîures  pour  amener  un 
corps  dans  un  état  do  déformation  donné, ce  travail  s'emmaga- 
sine dans  le  corps  sous  forme  d'énergie  potentielle  interne. 
Dans  Texemple  précédent  ce  travail  serait 

k=--J'i'dx  (17) 

P  désii^nant  l'effort  «l'extension,  .r  l'allongement  corrélatif. 

Nous  j)Ouvons  maintenaiït,  formuler  les  définitions  sui- 
vantes : 

{)  IJvlasticitv  est  la  propriété  des  corps  de  pouvoir  emma- 
gasiner sous  forme  d'énei'gie  potentielle  interne,  le  travail  de 
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Béformalion  et  île  I»  roslituer  eiiLièrement  ou  parliolletnenl 
lorsque  la  cause  des  déCoroiations  cesse  d'agir. 

2)  Uu  corps  asl par/'aiiement  élastique  lorsqu'il  reslilueen- 
iiferement,  sous  forme  d'éuergie  mécanique,  l'énergie  poten- 
pielle  ialeriic  accumulée  durant  la  déformaliori. 

3j  Le  (teffié d'élasticité  d'uncurps  semi-élaslique  est  le  rap- 
port de  l'énorg-ie  restituée,  lorsque  la  cause  de  la  déformation 
osl  supprimée,  au  travail  de  déformation. 

4)  Il  n'existe  aucun  corps  qui  soil  parfaitement  élastique, 
nucls  quo  soient  les  efforts  auxquels  il  est  soumis.  On  appelle 
mmite  d'élasticité,  la  limite  à  partir  de  laquelle  un  corps  cesse 
•  un  système  de  forces  extérieures  donné  d'élre  parfaite- 
ml  élastique. 

'our  une  barre  de  fer  doux  travaillant  &  l'extension  cette 
Elimile  est  d'environ  1 800  kg.  par  cm*  (elle  varie  uu  peu  suivant 
I  Jesfturles  de  fur);  au-dessous  .de  celte  limite,  le  fer  est  parfaite- 
ment élastique.  La  fonlt^  de  fer,  le?  pierres,  les  ciments  se  com- 
:  autrement,  ces  corps  sont  d'abord  semi-élastiques, 
>uis  une  application  répétée  des  forces  Finit  par  établir  un  état 
!  régime  :  les  déformations  sont  alors  parfaitement  élasti- 
II  n'est  toutefois  pas  nécessaire  de  tenir  compte  de  ce 
hit  dans  les  calculs  pratiques  de  Résistance  des  matériaux. 

Lo  temps  durant  lequel  les  forces  agissent  sur  les  corps 
ll'esLpaii  non  plus  sans  influence  pour  les  matières  précitées. 
rts  déformations  augmentent  avec  ce  temps,  surtout  si  l'état 
ï  régime,  dont  nous  venons  de  parler,  n'a  pas  encore  été 
it  par  une  application  réitérée  des  cliarges.  L'influence  du 
temps  est  encore  plus  nette  pour  les  matériaux  tels  que  les 

,  les  courroies,  les  iilés  et  les  tissus. 

.  Inversement,  lorsque  les  forces  extérieures  sont  supprimées, 

.  itéformalion    ne    disparaît  pas  ïustanlanénient  :  le  corps 

«revient  que  lentement  à  sa  forme  primitive.  De  plus,  les 

Béformalious  produites  par  des  forces  données  ne  dépendent 

SBeulcment  de  ces  forces,  mais  de  celles  qui  ont  agi  précé- 

r  le  corps  et  du  temps  qui  s'est  écoulé  depuis  leur 


Cos  phéuDniènes,  étudiés  avec  soiu  diiDS  1l>  cas  di<s  iïla  dm 
soie  employés  dans  la  cboslrucliuH  dos  inslrunients  de  pliyû'i 
sique,  sont  peu  connus  en  ce  qui  concerne  les  matériaux  uli'j 
lises  (iuiis  los  conslructions.  Us  sont  du  reste  peu  înlensed 
(cordes  de  cIiauvtd  el  courroies  de  transmissions  esce[il6)ild 
sorte  qu'il  n'y  a  pas  Heu  de  s'en  occuper  davantage. 

■  N.  I,nl  de  Utinkc,  tlt-rnrmn flous  d'itn  prinnie  Irnvnll-j 
Inni  à  rextenoittn  ou  à  la  «•■npre«Kion.  —  Il  ri'sulle  dusl 
essais  à  l'exleuiiioii  ou  à  la  compression  d'^prouvelles  An  fer  I 
doux,  que  les  allongemculs  observés  sont  jusqu'à  une  certains  j 
grandeur  de  l'effort  exeicé,  proportionnel»  à  l'efïopt  qaî  les 
produit.  On    trouve  du  plus  que.  pour  un  mémo  effort,  los  ] 
allongements  sont  inversemeiil  proportionnels  ît  la  longueur 
obsefvée,  Si  donc  nous  appelons  dilatation,  t,  le  quotient  de 
rallongement  ^/,  par  la  longueur  primitive  /,  uous  pourroD»  ■ 
écrire  : 


;  =  «R 


(•8)t 


-   désignant  une  constante  dépondant  des  propriéliîs  de  la 

malifcre.  On  appelle  E  le  coefficient  <rélasticilé  longituilinate  i 
de  la  matière,  sa  valeur  inverse  x  porte  le  nom  de  coefficient  \ 
de  souplesse  ilirecle.  La  dilataliou  c,  quotient  de  deux  lon^ 
guours,  est  un  nombre  ;  il  s'en  suit  que  IC  est  de  même  dimena 
sion  que  R,  c'est-à-dire  que  l'intensité  d'une  action  molécd 
laire  ;  il  s'exprimera  donc,  par  exemple,  en  kg.  par  cm*.  Oq 
trouve  pour  le  fer  soudé  E  =  2.200.000  kg.  par  cm',  pouÉ 
l'acier  douv  £^=:  2.200.000.  La  valeur  de  E  est  la  même  poud 
ces  iiiatériau.<(  dans  le  cas  de  ru\li-nsiori  et  dan<i  celui  At  là" 
compression. 
Nous  avons  trouvé  précédemcnt. 

R=î 
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P  désignant  reiïorl  lotui  de  compression  ou  d'oxteiision,  F  li 
scclion  normale  i\ii  la  ligp,  il  vient  donc 


/ 


(19) 


admcllail  aucionnemeiit,  et  l'on  adniel  à  fort  encore 
I  ijuelqueFoÎH  acluellcmont,  que  lous  les  matériaux  obéissent  à 
la  loi  exprimée  par  l*é(]ualion  (19),  et  l'on  appellail  cette  loi  /ci 
I  ffe  l'èlusticilè.  Comme  elle  n'est  pas  absolument  générale^  il 
osl  préférable  de  renoncer  à  celle  dénomination.  Nous  l'appel- 
lerons lai  de  Hooke,  du  nom  du  pliysicton  qui  la  formula  pou.i 
la  première  fois. 

L'allongement  de  la  lige  n'est  pas  la  seule  déformation 
que  l'on  constate.  Il  se  produit  dans  l'essai  à  l'extension 
une  contraction  transversale  de  la  sectiou.  Inversement,  dans 
un  essat-iï  la  compression,  on  observe  une  augmentation  de 
l'aire  de  la  section.  Celte  déformation  transversale  (positive 
I  ou  négative)  est,  tant  que  la  limite  d'élaslicil»!  n'est  pas  dépas- 
sée, proportionnelle  à  l'effort  agissant  sur  Téprouvette.  Elle  est 
doac  toujours  proportionnelle  à  la  dilalalion  (positive  ou  néga- 
lîve_);  le  facteur  de  proportionnalité  dépond  de  la  nature  de 
la  matil-re  ;    il    porte  le  nom  de  coefficient  de  contraction 

I  transversale;  nous  le  désignerons  par  -.  1!  est  compris  entre 
* 


;énéralemenl  la  valeur 


I     ( 


Poisson,  en  se  basant  sur  diverses  hypo- 
=  4.  Ce  chiU're 


\  Ihfcees.  avait  trouvé,  pour  tous  les  corps, 
1*8  pas  été  confirmé  par  l'expérience. 

Rrineipe  de  Huperpoullion.  —  On   entend   souvent  par 
[  loi  d'élasticité  une  propriété  plus  générale  qui  comprend  comme 
cas  particuliers  les  fornmles  (18)  et  (19).  résultant  d'essais  h. 
I  l'cstension  ou  à  la  compression. 

Cc«  formules  ne  suflîsent  évidemment  pas   pour  délinir  les 
-clnli'^iit  eyiiliiiil  i-iitrf  li's  déformations   cl  les  composantes 


des  actions  moléculaires  dans  lo  cas  le  jilus  général  d*éta( 
élasliquo,  puisqu'elles  sntit  tirées  d'ubscrvalioos  portaal  su] 
un  t"'!»!  élastiqui^  simple.  Il  osl  donc  uéccssaira  de  Ips  com|ilé^ 
1er  en  énonçant  le   jirincipe  :  Tonte  dérornialion  deveaann 
s'ajoutera  une  déformation  déjà  existante  ne  dépend,  tant  que  i 
la  limite  d'élaslicitû  n'est  paK  dépassée,  que  des  nouvelles  for-l 
ces  exiérioures  appliquées  sur  le  corps;  autrement  dit  :  nna  i 
superposition  d'états  élastiques  différents  entraîne  la  superpo- 
siliuii  des  déformations  corrélative!^  de  chacun  des  états  élas-  J 
ll(|Ues  considérés. Ce  principe,  dit  de  superposition,  n'est  guère  J 
suscepLibli;   d'une  dî'moiistration  directe  ;  il    Irouvu  sa  jasti- 
ficaliun  dans  le  fait  que  les  conséquences  que  l'on  en  dédoit  I 
se  tt'ouveul  vérifiées  parrexpérioiice  pour  tous  les  corps  sati»-  1 
faisant  k  la  loi  de  Uooke. 

ao.  PropHéléa  él«»tlqne»  de*  «arpA  ne  «atl»flil««N 
pii>  &  lit  loi  de  nonke.  -~  Les  lig.   lU  cl    11    douneot  I0E 
résultats  d'essais  k  l'cxtcusion  et  h  la  compression  exécuta*  j 
par  l'auleur  sur  des  prismes  de  jj^ranit  etde  molasse. Les  pris-' 
mes  étaient   de   secliim  rectangulaire  d  e  20   sur  3t)  cm.    dé4 
cdlé.  Des  essais  préliminaires  avaient  démontré  la  nécessité  4 
de  recourir  à  des  prismes  d'aussi  grandes  dimensions.  Lln^ 
travail  des  blocs  Ci  l'aide  des  outils  du   tailleur  de  pi«i 
entraîne  certaines  raodilivatiinis  des  coucbes  estérienrcs  qm 
influent  trop  sur  les  résultats  lorsqu'on  opdre  avec  dos  8W 
lions  plus  faibles.  Les  abscisses  donnent,  en  centimètres,  lej 
dilatations  observées.  Avant  l'essai, les  prismes  élaienlsouin 
à  des  charges  réitérées,  de  sorte  qu'ils  se  comportaient  duiC 
l'expérience  conmie  des  corps  parfaitement  élastiques. 

La  ligne  poinlillée  de  la  li^.  il  a  été  obtenue  en  soumatJ 
tant  le  prisme  aux  niâmes  elTorl s,  IS  heures  apn'i.s  le  preinid^ 
essai,  duiit  les  résultats  sont  donnés  par  lu  ligne  pleiob. 
diili^rence  des  ordcmnées  donne   une   idée  de  I'influenc«  dn^ 
temps  sur  le»  déformations.  Celle  inlItitMice  est  ici  trt;s  graudc, 
ce  qui  provicnl  probablement  de  la  g^randeiir  de  l'effort  d'es^ 
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tension,  voisin  de  la  charge  de  rupture,  atteint  la  premii-To 
rois. 


Fi  g.  10 

«ranil 

Druck  ^  Compression 

Zug  ^=  ËxlensJoii 

Aim  =  hg,  par  cm' 

Les  djluliiliun$  sunl  indiquées  en  centinièlrcs 

Un  corps  obéissant  h  la  loi  de  llooke  doaneratt,  pour  image 
dM  (tHatations  en  fonction  des  elTorts,  une  droite.  Les  pierres 
donnent,  comme  on   voit,  nne  courbe,  en  forme  d'S,  pos 
danl,  semble-l-il,  un  point  d'inllcxion  â  l'origine.  Les  dilata-  ] 
lions   élasliqufs  s  croissent   plus  rapidement  que  les  efforts  , 
d'extension  ou  de  compression  correspondants. 

Uuo  opinion  assez  répandue  actuellement,  bien  qu'elle  no 
repose  sur  aucun  essai  exact,  est  que  les  pierres  satisfont  ' 
seasiblem<^nl  à  la  loi  de  liooke,  mais  avec  des  coeflîcienls  j 
d'élasticité  longitudinale  dilTérents  pour  la  compression  et  pour  1 
l'extension.  Si  cela  <ilait,  il  devrait  être  possible  d'assimiler  les  I 
eoarWs  précédentes  h  deus  droites  obliques  se  rencontrante  ? 
l'origine  et  coupant  l'axe  des  abscisses  sous  des  angles  diffé- 
roDls.  On  voit  ijn'il  n'en  est  rien:  les  calculs  basés  sur  cette  ] 
bypotltii-«G  n'ont  aucune  valeur. 


4i 


CHAPITRE  11 


Pour   représenter   par    une  formule  la  loi  d'élasticité  qui 
régit  ces  corps,  il  faut  poser  : 

£  =  /  (R)  (20) 

/  étant  une  certaine  fonction  qui  représente  avec  une  exac- 
titude suffisante  les  courbes  trouvées.  La  notion  du  coefficient 
d'élasticité  longitudinale  perd  naturellement  son  scnsprimitif, 
il  faut  en  poser  une  nouvelle  définition. Malheureusement,  deux 


-79.0.10 
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Fig.  11 
molasse 


quantités  absolument  différentes  sont  prises, tantôt  Tune  tantôt 
l'auti'c,  comme  coefficients  d'élaslicilé,  sans  qu'il  soit  toujours 
possible  dans  un  cas  donné  de  distinguer  de  laquelle  des  deux 
il  est  question. 

En  dérivant  (20)  par  rapport  à  R,  on  obtient,  si  Ton  désigne 
par  /"  la  dérivée  de  /  : 

*  (21) 


d  R 


r(R) 
1 


On  peut  prendre  cette  valeur  ^.  ,,,   comme  coefficient  d'élas- 
^       ^  /•  (H) 

licite  longitudinale  ;  en  effet,  dans  le  cas  de  la  loi  de  Hooke 
celte  définition  coïncide  avec  celle  qui  a  été  donnée  primitive- 
ment. Cette  quantité  est  susceptible  d'une  interprétation  géo- 


métrique  \rH  simple  :  c'est  la  tangonlc  irigoiifiniélriquo  i 
l'angle  que  la  langenle  aux  courbes  (fig.  10  qI  H)  au  point  ' 
11,  î,  fail  avoc  l'axe  îles  i. 

L' équation  (20)  ilonne  encore  : 


rm 


(22):] 


Celte  valeur  devient  aussi  égale  au  coefiicienld'élast  ici  lédatis 
le  ca!t  de  la  loi  de  Ilookc  ;  on  peut  donc  avec  le  même  droit  la 
regarder  commti  giinéralisalion  de  ce  cocFlicient.  Géomelrî- 
quement,  clic  est  représentée  par  la  direction   de  la  corde   ' 
joignant   l'origine  au  point  R,  i.  Et  naturellement  ces   deux 
délinilions  ne  sont  nullemenl  identiques,  la  direction  dti  la  ' 
tangente  étant  différente  de  celle  de  la  corde  ;  dans  los  deux  caa  I 
au  reste  le  coefficieut  d'élasticité  n'est  plus  une  conslanLc,mais 
une  fonction  de   R,   Nous  adopterons  ici  la  seconde  définî- 
lïon,  formule  (22j;  celle-ci  permet  en  effet  de  calculer  immé- 
diatement, la  déformation,  connaissant  la  force  et  inversement 
Or  c'est  là  l'usage  principal  du  coefRcient  d'élasticité;  il  faut 
de  plus  lorsqu'on  donne  ce  dernier  indiquer  à  quelle  force  R 
ï)  se  rapporte. 

Pour  de  petites  valeurs  de  R  et  de  =  les  deux  définitions  coïn- 
cident d'une  manière  assez  satisfaisante  pour  qu'il  soit  possible 
de  remplacer  l'une  par  l'autre  ;  on  peut  donc  poser  : 


Ir  (U)-l 


(23) 


Pour  certains  probli;mes  traités  dans  la  tliéorio  de  l'élasti- 
cilé,  par  exemple  la  propagation  des  ondes  sonores,  dans  les- 
quels ou  n'a  à  considérer  que  de  très  petites  forces,  on  pourra 
employer  avantageuseraenl  la  valeur  de  E  donnée  par  l'équa- 
tion {23),  Inversement,  il  serait  possible  de  déterminer  cette 
valAur  A  l'aide  d'observations  sur  la  vitesse  de  propagation  du 
son. 

Surt'iriiliative  de  M.  von  Bach,  un  de  ses  élèves,  M.ScliUle, 


U  CHAPITRE  II 

a  déterminé  à  l'aide  de  nombreux  essais  la  forme  de  la  fooc- 
tioo  /. 
U  a  trouvé  que  l'expression  : 

E  =  a  R""  (24) 

H  représente  d'une  façon  salisfaisanlc  ta  loi  cherchée,  dans 
l'intervalle  drs  efforis  survenant  dans  la  pratique  "  (').  Les 
constantes  a.  et  m  ont  été  déterminées  séparément  pour  la  cona- 
pressioQ  et  pour  rexten9ion,et  cela  pour  toute  une  série  de  ma- 
tériaux. Une  sorte  spéciale  de  fonte  de  fer  a  fourni  parexemple 
les  valeurs  suivantes  : 

Essai  à  la  traction  :  a  =  |-  -  ■      ?»  =  1,0663 

Essai  à  la  compression  :  a  =  m  ^  1 ,395 

Les  unités,  dans  la  formule  (24),  sont  le  centimètre  et  le 
kilogramme. 

Pour  le  coefficient  d'élasticité  tongiludinale,  on  tire  de  (24), 

selon  (21)  -- = ; 

suivant  (22)  -= — ^^ 

et  d'après  (23)  E  =  oo 

M.  Lang  a  proposé  (')  une  autre  formule  donnant  E  en 
fonction  de  R  : 

E  =  Efl  — cR  (25) 

E  étant  pris  dans  le  sens  de  la  formule  (22).I1  est  impossible 
actuellement  de  se  prononcer  en  faveur  de  l'une  ou  do  l'autre 
de  ces  formules  ;  il  faudrait  calculer  les  constantes  de  la  for- 

i.  Voir  Zpitsc/i ri ft 'Ips  Veivinp.t  Deutir/iPi-  Inffpnipiirp,  Anncc   1887, 
p.  %W. 
i.  Oeuttche  Bauteitung,  1897,  p.  58. 
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Imulc  de  Laiig  on  so  basant  siir  Ii>h  expériences  de  Bach  et 
■.comparer  les  résultais. 

On  peut  faire  cependant  une  grave  obji>ction  à  la  Formule  de 
[  M.  Sclitileau  point  de  vue  théorique.  Il  est  en  elTet  impossible 
Id'assig^ner  une  dimension  à  la  constante  x  de  l'équation  (24). 

Pour  Ml  =  1.  »  csl  de  la  dimension  :  —: ,  comme  un 

Icoefficienl  de  souplesse.  Si  l'an  voulait  s'en  tunir  une  fois  pour 
I  toutes  à  cette  dimension  pour»,  l'équation  (24)  cesserait  d'élre 
Ibomogène:  dès  que  wdilTf^re  dol,  elle  n'aurait  plus  de  sens  au 
Lpoint  de  vue  physique.  Enfin,  el  c'est  lîi  le  point.  le  plus  faible 
I  de  la  formule,  la  dimension  de  a  varierait  d'une  matière  à 
I  l'aolro. 

La  conséquence  que  l'on  tire  de  celte  formule,  E=  oo  pour 
I  R  =::»,  est  également  contraire  aux  résullals  de  l'expérience: 
les  courbes  (fig,  10  cl  11)  sont  loin  de  couper  l'axe  des 
abscisses  sous  un  angle  droit. 

La  formule  de  Schiile  ne  peut,  pour  ces  raisons,  servir  de 
liiase  h  la  tJiéoric  de  l'élaslicilé  des  corps  que  ne  ri^git  pas  la  loi 
Vàe  Hooke,  elle  n'csl  qu'approximative. 

La  formule  de  Lan^  n'est  pas  sujette  aux  marnes  critiques; 
lia  constante  c  est  un  facteur  numérique  qui,  pour  certains  ma- 
llériaux.atleinl  la  valeur  20U  et  qui  s'annule  pour  les  corps  régis 
Ipar  la  loi  de  Booke.  Dans  la  formule  (2S),  R  est  pris  en  valeur 
■absolue,  de  sorte  que,  dans  la  compression,  E  diminue  lors- 
qae  la  charge  croît.  L'équalion  (22)  donne  : 


i  l'on  définit  E  selon  la  formule  21,  on  trouve  : 

_  Pnur  que  les  formules  de  Lang  ou  deScbiîle  pussent  de- 
vreuir  d'un  usage  courant,  il  faudrait  les  compléter  par 
■des  indications  sur  la  contraction  transversale,  carie  facteur 


—  est  uus<ii  variabk   puur  los  iiiaU-riaii.\   n'ohéissaiit  paa  Ji  M 
loi  tic  Ilookc.  Etilia  il    faudrait  trouver  ce  qui  rompUco  !■ 
principe  de  Kuperposllinn  quand  c«8  matériaux  soiil  »oi][E 
siinullaniinioul  à  deux    éluls  élastiijuos   liuéaires   dont  Iq 
direclioiis  principales  différent. 

L'cxpérionoc  seule  pourrait  fournir  cl's  renseignements,  Cfli 
il  t'8t  fort  lniprohal>le  qu'it  snit  janiiiis  possible  du  rÔKoudri!  f^ 
problême  par  l'analyse.  Il  faut  dour  sa  borner  rfaos  le» 
cherche»  Ihéoriques  an  cas  de  la  loi  de  Ilooke,  en  se  rappi 
lanl  que  leurs  résultats  ao  sont  qu'approximatifs  pour  AcM 
inaléf'iaiK  tels  que  les  pierres,  la  fonte  de  ter,  etc.,  quitte  i^ 
déterminer  apr^s  coup,  par  l'espérienco  ou  eu  se  servant  de^ 
formules  précédentes,  l'erreur  commise  dans  chaque  cas  paH 
liculior. 


DI^IFORMATIONS  ÉLÉMKNT.AIRES 


Cl .  Déforninliniiii  «lémeutairc*  d'un  parall^llpipMe  J 
InOnimoul  fielit.   —  l'ar  ilôformaiiom   élémentaires  nODftl 
ctileridruns  li's  Ij  quantités  qui   dttlinissent  complëtoment  ] 
ddFormatiou  d'un  paralliMipipèdc  soumis  à  un  état  élaslîqud 
donné,  savoir  :  1°  les  3  déformation»  hnf/ilndînates  on  dirgci 
tes,  c'esl-à-dire  les  varialions  de  longueur,  subies    par  lel 
arêtes  et  rapportées  h  l'unité  de  longueur.  Nous  donnerons  id 
signe  +  à  ces  quantités  lorsqu'elles  repri5sent<>nl  des  sltoa^ 
ments,  le  signe  —  lorsqu'elles  sont  des  raccourcisscmeols^ 
2°  /fv  3  déformatiuns  tanf/en(iel/ex  on  tranxversahs  que  I'ob  i 
peut  délinir  k  l'aide  des  varjalious  subies  par  les  angles  pri- 
milivement  droits  des  faces  des  cubes.  Nous  me.'.urerona  ce«  1 
variations  par  la  tangente  irigonomélriqne  do  la  différence  entra  j 
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[  l'angle  du  parallélogramme  el  l'angle  priniilif  -,  ou,  celle  dîf- 
Iféreuce  élanl  Juliitimciil  pellle,  par  la  longueur  d'arc  de 
I  rayon  i,  compris  entre  ses  côlés.  On  appelle  tUslorsion  celle 
rdèformdtlou  transversale.  —  Ûaus  le  cas  d'uu  état  élastique 
Ilinéaire,  les  angles  des  faces  ne  soûl  pas  déformés,  les 
paréles  seules  varient. 

En  vei'tu  de  la  loi  de  Hooke, 
^  I — TT  r----;  que    nous   supposons    applicable 

dorénavant,  nous  avons  les  rela- 
tions suivantes,  £j,  ej,,  e;  désignant 
les  défornialiona  longitudinales. 
\ifj:=a.  Rr  f/x=  g  R^  t/.c     (28) 

(29j 


Fie.  12. 

=  R  (lu  texle. 


Adx 


I  en  même  temps,  il  sa  produit  une  contraction  des  ar(''les  per- 
I  pondiculaîres  à  la  direction  dû  Rj:, 


.  _         A '/y      A(/.-_ 


(30j 


C6CÎ  suppose  toutefois  que  la  matiëre  est  isotrope,  c'est-à- 

idire  qot:  sa  struclure  est  la  même  dans  toutes  les  direclions, 

ràe  sorte  que  E  cl  m  conservent  la  même  valeur  en  un  point 

L  donné  pour  tous  les  axes  que  l'on  peut  mener  par  ce  point. 

Si.  de  plus,  le  corps  est  parfaitement  hutuoffèiie,  ces  quantités 

lODt  indépendantes  de  la  position  du  point  choisi  à  l'intérieur 

bu  corps.  Les  deH.\   consluules  E  cl  /u  suflisenl  alors   pour 

Héterminer  complètement  les    relations   existant    entre  les 

Birormations  el  les  actions  moléculaires.  Si  le  corps  esl  am- 

totrope,  c'osl-à-dire  si  ses  propriétés  élastiques  varient  avec 

lea  directions  passant  par  le  point  donné,  mais  satisfait  cepen- 

lat  ft  la  loi  de  Hooke,  21  constantes  sont  nécessaires  pour 

iéfiair  complëlomenl  les  relalioas  entre  les  actions  molécu- 

i  et  les  déformations  corrélatives.  La  discussion  de  ces 


équations  générales  indispenHablos  pnur  lo  physicien,  n'e 
pas  d'un  grand  intérêt  pour  l'ingénieur,  lu  plupart  des  mail 
riaiix  en  nsago  pouvnnl  élre  considérés  comme  isotrcipas. 
bois  fait  cependant  oxceptinn  ;  toutefois,  li!»  problèmes  i 
résoudre  dans  Io9  constructions  en  bois  sont  en  général  foi 
simples  et  ne  nécossitenl  pas  dvs  recherches  aussi  approfoi 
dies.  Do  plus,  les  propriétés  élastiques  du  bois  sont  si  fori 
ment  influencées  par  des  circonstances  accidiao telles,  nœui 
dans  le  bois,  direction  des  fibres,  etc.,  qu'il  est  parfailema 
inutile  de  vouloir  tenir  compte  des  variations  des  propriëd 
élastiques  dans  difTérenles  directions. 

Déterminons  la  variation  de  volume  du  parallélipîpède.  f 
volume  du  parallélipipède  déformé  est  égal  k  : 


r/j;(l-f-(«)rfy(l-f-ïï)rf=(l- 


ï.-) 


ou,  en  multipliant   et  en  négligeant  les  produits  dus  i  cntr 
eus  de%*aDt  ces  quantités  elles-mêmes  : 

La  somme  e^x  +  ^-h's  représente  donc  lo  rapport  do  l'aug- 
mentation de  volume  au  volume  primitif.  Nous  l'appellerODa 
la  dilaialion  cubiqtte,  e,  du  parai lélipipbdo. 

Cette  formule  est  générale.  Si  l'étal  élastique  est  linéaîn 
on  trouve  (équation  30}  ; 


"  ^« = ~r^  ^ 


(38>1 


Cette  dorniëre  relation  permet  d'assigner  une  limite  infé-  J 
Heure  pour  ta  quantité  m.  Il  est,  en  effel,  bien  peu  probable  i 
qu'un  effort  d'extension  produise  une  dimiuutioo  de  volaoMc] 
et  qne,  par  suite,  e  devienne  négatif;  m  doit  donc  être  ai|[ 
moins  égal  à  2,  un  corps  pour  lequel  m  aurait  cette  valeur  eatJ 
dit  incompretsible,  puisqu'il  ne  subit  aucune  altération  daj 
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volume.  En  réalité,  m  est  plus  grand,  il  est  généralement 
compris  entre  3  el  i. 

En  superposant  trois  états  élastiques  linéaires  dont  les 
directions  principales  soient  perpendiculaires  entre  elles,  oa 
ohtienl  les  déformations  d'un  parallélipipëdc  soumis  à  un 
état  élastique  triple,  il  vient  : 


■■=-È('''-M''»+''=]) 


(33) 


Il  reste  à  esamincr  les  dialorsions  produites  par  les  com- 
posantes tangentielles  des  actions  moléculaires.  Considérons 
uu  parallélipipHe  soumis  au  glissement  simple,  c'est-à-dire 
sur  les  Faces  latérales  duquel  n'agissent  que  des  actions 
moléculaires  tangeotieilesS,  fig.  (13).  En  négligeant  les  infini- 
ment petits  d'ordre  supérieur, 
on  reconnaît  que  le  volume  du 
parallélipipède  ne  subit  pas  de 
variations. 

En  vertu  de  la  loi  de  Hooke,  la 
distorsion  v,  sera  proportion- 
nelle à  l'action  moléculaire  qui 
la  produit,  nous  pouvons  donc 
écrire  ; 


Fig.  13. 

=  Sriu  lexlc. 


Y  =  ^S= 


(34) 


et  «on  inverse  G  sont  deux  nouvelles  constantes,  dépen- 
I  dani  de  la  nature  de  la  matière,  p  est  le  mpfficieni  de  sou- 
I  p/ease  traîisvermlf,  G   fe  coefficient  d'èlasticilé  transversale. 

On  comprend  maintenant  le  nom  de  glissement  donné  h  la 
I  déformation  que  nous  éludions,  on  voit  que  deux  faces  laté- 
1  ralcft  opposées  du  parallélipipède  se  déplacent  parallèlement 


l'une  àraiitro,  de  sorle  que,  si  l'on  en  suppose  une  lise,  l'aDln 
parail glisser  par  rapport  k  In  preinii^rc. 

V  étanl  un  nombre,  on  voit  que  G  est  de  uiétne  dîmeasîlN 
que  S.  Elaiil  donné  les  uiiiiés  cliotsîes,  G  esl,  comme  K,  uÉ 
très  grand  nombre. 


»a.  Relalloua  entre  Ci,  E,  >.  S,  el  m.  ~  Nous  avons  vuT 
que  les  quantités  E  el  m  délinissenl  complîtomenl  les  pro-  i 
priétés  élastiques  d'un  corps  isotmpe  ;  il  existe  donc  nécessai-a 
rement  une  relation  entre  G,  K  et  ut.  Pour  la  délern)in«C| 
nous  utiliserons  la  remarque  faite  à  l'art,  li.  Nous  avion 
dit  qu'un  parallélipip^de  travaillant  au  glissement  simple  peilf] 
élrc  cotisidiSré  comme  se  trouvant  dans  un  étal  élastique  doD-  J 
ble,  dont  les  actions  principales  sont  inclinées  de  45*  sur  lesj 
faces  latérales.  Ces  deux  actions  principales  sont  égales  en 
valeur  absolue  aux  actions  langenlielics  agissaiil  sur  les  facM 
du  solide  ;  l'une  esl  positive,  l'autre  négative. 

Considérons  un  cube  dunl  les  aréles  sont  parallèles  aux  ac-^ 
lions  principales.  La  face  du  cube  perpeudiculuire  à  Taxe  dc4  ] 
z  devient  un  rectangle  (lig.  li).  Soit  ^a  la  dtïformation    da  ' 
l'arétc  a  du   cube.   Dans   les  pions  diagonaus   agissent    les  < 
actions  langcntielles  S;  la  distorj 
sion  Y  de    l'angle  compris   cnln 
les  diagonales  peut  s'exprimer  soifl 
en  Tonclion  de  8  (équation  .Hi),  ftOÎl 
en  fonction  des  défurinalions  dca 
an'-les    du    cube.  En  égalant    ced 
deux  valeurs  de  ■;-(  "<^"b  obtiotv 
druns  la  relation  cherchée.  FaisaaS 
-  Rj  —  S.  R,  ^  o,  nous  IroH-' 


F.g.  li 
dans  les  formules  (H3)  Hr 


Delà  ligure  nous  lirons  : 


UGFORMATIOSS  liLASTiyUKS.  TRAVAIL  [)ES  MATIÏBIM'X  13 

I   d'où,  en  ilévoloppanlel  en  posant 


et  par  suite 

■            a  ~      inK 

d'aalre  pari  o 

n  a  (équalion  34)  : 

(35) 


pour  »i  =  l ....  G  =  0,4  E,  pour  »i  =  3.  .  .  .  G  =  -E. 

Il  n'est  pas  possible  de  déterminer  G  direclement.  On  peut 
le  calculer  en  bq  basant  comme  nous  le  verrons  sur  des  etisais 
à  la  torsion.  Les  valeurs  trouvées  ainsi  ne   satisfont  souvent 

I  pas  ù  l'éqnalion  (35),  ({ui  cependant  est  {Strictement  exacte 
poitr  lout  corps  obéissant  à  la  loi  de  Ilooke.  Los  diffôreiices 
qui  se  produisent  proviennent  donc  nécesBaîremenl  de  fautes 

I  d'observations  ou  surtout  do  l'emploi  d'une  formule  inexacte 

[  pour  le  calcul  des  efforts  de  torsion. 

•a.  eillpsoïile  tien  dérornuttliaiis.  —  Délimitons  à  l'in- 
térieur du  corps  une  spliëre  iiifuiiment  petite   et   supposons 
[  qu'au  centre  de  la  sphère  rtgne  un  état  élastique  triple  ;  soient 
I  X,  y,  s  les  coordonnées  d'un  point  do  la  sphère,  les  axes  étant 


dirigés  parallèloment  aux  actions  principales  :  ces  quatiUlésl 
augmenlent  ou  dimtiiuenl  dans  les  rapports  donnés  parleal 
formules  (33).  Si  l'on  exprime  les  valeurs  primitives  x,  y,  s  enl 
fonclioD  des  valeurs  nouvelles  et  si  l'on  substitue  dans  l'ô-J 
quation  de  la  sphère,  on  obtiendra  évidemment  l'éqaatiuD  d'ual 
ellipsoïde,  dit  desdvfontiaiioms  t/i'nimtairfs.  Les  déformalîoQsff 
dans  le  sens  des  axes  de  l'ellipsoïde  sonl  Us  déformations  i/é~' 
7nentaires  principales. 


•1.   Uéformnlin 


Élémentaire   «l«n>  ane  dlFC«tl«nl 
qncipouque.  —     Nous     borneransj 
celte  recherche  au  cas  do  l'dlal  élas- 
tique   double.    Nous  prendrons  les 
axes  de  coordounnéos  parallblos  aux 
directions    principales.    Frenoa»    la 
direction  donnée,   o,  comme  diago- 
nale d'un    rectanarlc  infiniment  pelîl. 
Calculons  rallongement  A  ds  de   la  1 
ds,  on  a 


ifs  =  ijdy^  -I-  dx 
le    plus  simple  esl  de  dériver  particllemont  (/$  par  rapporta 


/  et  (ir  il  vient  : 

dxidx  -^dy  itdy 


^ds= 


dy 


, ^'^ l^dx-^f  \dy 


soit  E)>  la  déformation  élémentaire  dans  la  directioD  f  ;  on  a  :  1 

'^  ~  (U  ~\d«}   dx~^\dt)    ds 

=  Ex  cos*Œi-l-€j,  sin'  !p,  (36)1 

expression  qui  (tcvioiit  maximum  ou  minimum  pnurY^ol 

cl?  =-comme  ou  pouvait  s'y  utlendre. 

Ef.  pourrait  se  déduire  aussi  d'iroclomcul,  en  considi^ranl  la  _ 
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TRAVAIL  DES  MATERIAUX  DE  CONSTRUCTION 


SS.  lilmlte  pratique  du  travail  des  mnlériaux.  — •  Le 

bul  des  calculs  d«  la  rtisistarico  des  niatérioLiix  csl  de  diîLeraji- 
iier  le   danger  de  rupture  des   conslruclions.  Pour  pouvoir 
interpréter  dans  ce  sens  li?s  l'ésultnls  obtenus,  il  Faut  connaître 
les  relations  qui  esistenl  entre  le  danger  de  rupture  et  les  dé- 
formalions  ou  les  actions  moléculaires.  Si  l'étal  élasLiijue  du 
I  corps  osl  simple,  il  n'y  a  pas  de  doute  îi  avoir  :  on  sait  par 
'  eïpérience  quel  effort  d'extension  ou  de  compression   la  ma- 
tiiro  iloiit  est    formée  le  corps  peut  supporter  sans    que  la 
1  limite  d'élasticité  soit  dépassée  ou  que  la  rupture  se  produise. 
I  On  peut  conveiiirde  ne  jamais  dépasser  dansles  conslruclions 
I  un  certain  travail  élastique,  égala  une  corlaine  fraction  de  la 
I  limite  de  rupture.  CMtait  ainsi  que  l'on  pratiquait  ancienne- 
ment :  le  rapport  entre  la  limite  pratique  et  la  limite  de  rup- 
ture  portail  le   nom  de  conf/icietU  ik  aécurité,  il   était  égal 
I  àjpourlefor,  à- pourlebois,  etc. 

Cette  maniërc  de  faire  est  en  général  abandonnée  actuelle- 

I  ment  car  l'on  a  reconnu  qu'il  est  possible  d'amener   la  rup- 

I  lare  d'une  pièce  avec  des  forces  beaucoup  plus  faibles,  inter- 

I  miltantes  et  répétées  un  nombre  de  fois  tr^s  grand.  La  notion 

I  de  la  limite  de  rupture,  c'est-à-dire  de  la  charge  statique  qui 

I  fiDiralne  la  destruction  du  corps  a  de  ce  fait  perdu  de  son  impor- 

oa  eu  ce  qui  concerne  la  délerminalion  du  travail  élastique 

'  pratique.  Enfin  le  choix  plus  ou  moins  arbitraire  du  coefficient 

dcsè<.'uri(érond  les  calculs  incertains,   un  constructeur  hardi 

pouvant  se  laisser  entraîner  II  prendre  ce  coeflicienl  trop  grand 

11  csttlonc  nécessaire  de  partird'un  autre  point  de   vue  pour 

définir  la  limite  pratique  à  assigner  au  travail  élastique. 


CIIAI'ITllb  11 


••.  Kxpérience*  dv  Woehler. —  C'est  Wœblcr  qui  1i 
premier  a  eulrepris  des  expériences  sur  l'influence  de  diar< 
gcsintcrmillentes.  On  a  lenlé  d'en  déduire  des  formules  pou] 
la  limite  prallque  de  travail  élasliqiie  :  nous  ne  les  donneroni 
pas  ici  ;  elles  se  basent  sur  un  trop  petit  nombre  d'essai»  poni 
qu'il  soit  possible  de  les  admettre  sans  restriction,  nous  dodbj 
bornerons  à  donner  les  résultats  trouvés  par  Bauscbinger  pour' 
Ssortes  différentes  de  fer.  Auparavant,  nous  introduirons  quel- 
ques dénominations  dues  fi  Wcyraucb.  Par  résistance  à  la 
rupture  nous  entendrons  le  travail  élastisquc  qui  entraîne 
à  ta  ruptnre.  la  charge  croissant  lentement  cl  prog^rfissî- 
vement  ;  par  résintancf  aux  efforf'i  intermitttmts,  le  travail 
élastique  maximum  qui  peut  être  supporté  sans  qu'une  cbarge 
variant  de  zéro  fi  un  maximum  conslaulet  toujours  le  niênie 
entraîne  la  rupture,  quelqu'élevê  que  soit  le  nombre  desinler- 
millenccs.  Ënlïn  ^t  résixltince  aux  charries  oscillantes  titX  ]i 
travail  élastiquematimum  qu'une  charge  variant  entre  tiR  maxi- 
mum el  un  minimum  d'égale  intensltéel  de  signes  contraîrAS 
peut  développer  un  nombre  quelconque  du  fois  »ans  que  rup- 
ture s'en  suive.  La  résistance  aux  charges  oscillantes  est  un 
peu  plus  faible  que  celle  aux  charges  intermittentes,  la  diffé- 
rence, d'après  les  essais  les  plus  sûrs  de  Bauscbinger,  est  cepen- 
dant beaucoup  moins  grande  que  les  quelques  essais  de 
Wœhler  ne  l'avaient  faire  croire.  Voici  les  chiffres  trouvés 
par  Bauschi:]£^cr  : 


No. 

'"Sr 

pir  OUI', 

.«1  r.l.»(ïcï 

3.480 
4.360 

i.oao 

J.OiO 
6.110 
!t.»tO 

;.oso 

a.ooii 

8.400 

i.m 
s.too 

2 

3 

4 
1 

Acier  (loiixf 

■      B     (lie  diverses  coinpositions.. 

I.OW 

ft 

7 
8 

Tflles  d'acier  pour  ciiaudif rM 

Tûlo  ifncior  (sons  ii.isîenalion'.|ii^cia)e) 

3.^(W 

l.90tt 
1  tiOll 

le 

\ 

de    J 

m 
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On  voit  par  ces  chilTrcs  que  ta  résislance  aux  charges  oscil- 
latilcs  colncido  seitsiblcmenl  avec  la  limilc  d'élaslicilé.  Il  faut  i 
en  conclure  que  la  limÎLe  dV^Iaslicité  esl  la  quantité  délermï- 
naiito  pour  le  chois  de  la  limite  pratique  du  travail  élastique 
et  non  pas  la  résistance  il  la  rupture.  On  pourrait  en  général 
prendre  la  moitié  de  la  limite  d'élasticité  comme  limilo  prati- 
quedu  travail  élastique. 

SV.  Cnns««  déierntlnnulea  de  la  PiipCiire  dans  le  ena 
d'nnéCat  âlnstlque  trlplcopliilons  diverse*  k  eetëftapd. 

—  Les  renseignements  précédents,  absolument  suffisants  dans 
le  CAS  d'un  étal  élastique  linéaire,  ne  suffisent  plus  pour  indi- 
quer le  danger  de  rupture  d'un  corps  soumis  il  un  étal  élastique 
Iriple.  Nous  ne  sommes  même  pas  absolument  fixés  actuel- 
lement sur  les  causes  {létcrminanlcs  de  la  rupture;  trois 
opinions  ont  cours  à  cet  égard,  l'une  il  est  vrai  semble  pré- 
valoir actuellement  (c'est  aussi  celle  k  laquelle  l'auteur  se  rat- 
tache, se  basant  sur  les  résultats  de  ses  propres  expériences). 
Son  exactitude  n'est  cependant  pas  encore  démontrée  d'une 
façon  absolue. 

Selon  l'une  de  ces  manières  de  voir,  le  danger  de  rupture 
dépend  uniquement  delà  grandeur  de  la  plus  grande  des  actions 
principales, tandis  que,  suivant  les  deux  autri's,ce  danger  dépend 
Don  des  actions  moléculuires  mais  des  déformations.  D'après 

I  ridée  émise  di^jà  par  Coiilomh  et  reprise  plus  lard  par  Tre^ca, 
tagrandeurde  la  distorsion  maximum  y,  qui  se  produit  est 
déterminante  pour  le  danger  de  rupture  ;  selon  Ponce/rt,  de 

i  Saint- Venniil  et  Grathof,  au  contraire,  ce  danger  dépend  de  la 

I  dilalation  maximum  £.  C'est  cette  opinion  là  qui  rencontre 

I  aujourd'hui  le  pins  de  partisans. 

Si  l'état  élastique  est  simple,  les  trois  pointsdc  vues  revien- 
nent au  même,  puisque  l'action  moléculaire  principale,  la 
dilalation  ma-iimum  et  la  distorsion  ma\imum  sont  propor- 
iionnelles. 

Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  l'état  êla:^tîque  est  triple.  Alin 
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de  mellro  on  ûvideiice   les  divergences  qui  cxisleot  dans  ce 
cas  entre  les  Irois  opinions,   HUppoflons  que  l'on  ploDgD  dans 
la  mer,  par  exemple,  un  cube  de  grès  dont  la  résistance  ft  la 
compression  cil  d'environ  noO  kilogr.  par  cm'  et  dont  les  Faces 
ont  été  vernios  afin  d'empftelier  la  pdnélralion  de  l'eau  :  »ui-  i 
vant  l'idée  de  Coulomb,  aucune  pression,  eï  grande  soil-ellftf  I 
ite  causerait  la  dcstruclioti  du  cube,  puisque,  la  pression  étant 
égale  Biir  toutes  les  faces,  le  cube  reste  semblable  k  Iui-ni6me. 
D'aprî;s  l'opinion  qui  ue  lient  compte  que  des  actions  molécu- 
laires, le  cube  serait  diStruit  di^s  que  la  profondeur  atteindrait 
5.000  m.  environ;  enfin,  selon  la  luautt^re  de  voir  de  Poncelet, 
le  cube  se  désagrégerait,  non  pas  à  S.OOO  m.  du  profondeur, 
mais  h\iae  profondeur  plus  grande  :  le  raccourcissement  des 
arêtes  eroll   en  effet  plus  lentement  que  Taction  moléculaire, 
par  suite  de  la  dilalulion  transversale  provenant  des  pressions  J 
sur  les  faces  latérale.  Enfin  une  destruction  du  prisme  serait  1 
aussi  impossible  dans  un  cas,  savoir  si  m  était  égal  à  2  ou  si  I 
m  tendait  vers  celte  valeur  lorsque  la  pression  augmente  (oa 
sait  que  m  varie  en  efTel  pour  les  pierres  avec  la  grandeur  de 
l'elTort  subi).  Des  expériences  ont  été  faites  par  M.  Voigt  do  j 
Gotlingne,il  n'est  cependant  pas  possible  d'en  tirer  déjà  de$  I 
conclusions.  A  priori  il  est  impo.ssible  de  dire  d'avance  ce  qui  1 
se  passerait  en  réalité  dans  une  expérience  de  ce  genre. 


Travail  élaiilii|ue  de  eamparalMtn.    —  Quoique   nous 
envisagions  la  dilatation  maxinium  comme  quanlil(5  détermi- 
tante  de  la  rupture,  il  n'est  pas  pratique  d'introduire  ces  défor- 
maiions  dans  le  calcul  des  malL^riuux.  Les  calculs  de  résistance  1 
donnant  toujours  la  grandeur  du  travail  élastique,  il  serait  fort  I 
incommode  s'il  fallait  y  introduire  la  conilillon  que  la  dilata-  I 
Liou  niasimum    correspondante  ne    dépasse  paK  une  fraction  [ 
donnée  de  la  dilatation  qui  provoque  la  rupture,  cela  surtout  I 
pour  les  maieriiius  ne  satisfaisant  pas  ii  lu  loi  de  ilooku. 

En  l'fTiit  pour    exprimer  les  riéfomialions   en  fonction  du 
travail  élastique,  il  faudrait  connaître  le  coeflicieitl  d'élasUcil^  j 


longil(irlinal<!  ;  or  rians  la  pratiqua  on  ne  connaît  souvent  celui- 
ci  quB  In^sapproximalivemenl 

C'est  pourquoi  il  est  préférable  li'avoir  recours  à  l'espédionl  ' 
suivant  :  On  compare  le  cas  donné  &  un  étal  élastique  linéaire 
dont  la  ililatalion  esl  égale  h  la  plus  grande  des  déformalionfl 
élémentaires  principales  de  l'élal  élastique  considère^;  noua 
Qppelloruus  l'intensité  de  l'action  priucipalc  de  l'état  de  com- 
paraison :  le  travail  é/anfi^w  tfe  comparaison. 

Soient  Bi  et  Ru  les  actions  moléculaires  principales  d'un 
état  élastique  double;  les di^formations élémentaires  maximum 
sont  (formule  33).  en  supposant  la  loi  de  Hooke  applicable  : 

.,=l(R,-iR„).„l(H,.-iH,) 

Le  travail  élasliquode  comparaison  sera  ici  l'effort  qui  produi- 
nîl  une  dilatation  égale  à  la  plus  grande  des  deux  quanlilés 
t,  oIem  ou  (dans  le  cas  où  elles  sont  de  signes  contraires) 
égale  A  celle  présentant  le  plus  dp  danger  pour  la  matière. 
Donc,  A  désignant  le  travail  élastique  de  comparaison,  on 
inra: 

A  =  H.  -  ^^  Ru  ou  ^  =  R„  —  i  R,  [31) 

ta  plusgrande  de  cesdeux  valeurs  étant  valable. 

Soient  de  même  Ri,  R,i,  Riti  les  actions  molL^culaîres  prin- 
I  cipales  d'un  état  élastique  triple,  on  aurait  : 


(38) 

D'après  les  remarques  faites  plus  haut,  il  faut  naturellement 
I  que  csoit  la  plus  grande  des  déformations  élémentaires  priuci- 
I  pslos. 

L'une  ili.'s  applications  les  plus  fréquentes  de  ces  formules 
I  est  la  suivante  :  Déterminer  la  limite  pratique  du  travail  élas- 


tique  (l'un  corps  Iravaillant  au  glissements  impie.  Soient  R'  la^ 
limite  praliiguG  <lu  travail  élastique  k  l'estonsioii  ou  ù  la  coin-' 
pression  [si  ces  deux  limites  BonlclifTérenlcs,  R' désignclaptus  ' 
petite  des  deus)  et  S' la  limite  pratique  de  !a  résistance  aaj 
glissement.  Noua  savons  (art.  14)  que  les  actions  principale«M 
sont  égales  h  S'  et  de  signes  contraires.  Nous  avons  donc  ici  •■ 

R,  =  S'  R„  =  — S' 

cl,  si  le  travail  élastique  de  comparaison  A  doit  Atre  égal  à  R'J 
nous  obtenons  d'après  l'équation  (37)  : 

R'=S'-|-is' 


Exprimons  les  quantités  Ri  et  R»  de  réqaatlon  37,  ca  fonc- 
tions des  actions  moléculaires  Rx.  Rj/,  S  agissant  selon  deux 
axes  perpcndiculaijes  quelconques,  et  cela  dans  le  cas  parti-^ 
culier  oh  R./^  o.  Ce  problème  se  roncontro  fréquemment  dand 
la  pratique,  par  exemple  lorsque  une  pièce  prismatique  travailla 
simultanément  à  la  flexion  et  à  la  torsion,  la  Hexion  détermina 
des  actions  moléculaires  R«  perpendiculaires  aiix  soctîonl 
transversales,  la  torsion  des  actions  langentielles  S. 

Supfiosons  que  Rj-  et  S  aient  été  calculés  séparément  à  l'aïil  J 
des  méthodes  indiquées  plus   loin,  les  formules  (12)  ilonnonll 

R,  =  1  [Rx  +  v'iS-  -f-R/] 

R„  =  1  [r,  _  \/4S'+Iv] 

in  siiltFililuatil  dans  l'équation  (37).  nous  aurons 


R.     ±:  ■ 


\  4S'  -i-  R  V 
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D'après  lus  remarques  précédonles,  ïl  faul  prendre  le  signe 
qui  donno  la  plus  graude  valeur  pouPA- 
Si    m  =  4,  il  vient 


'  v'4S'  +  Rx' 


|)Our»t  =3  1/3 


A  =  0,35  R^:  dr  0,  6S   v'4S'  +  Rx' 
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•B.  Euergle  potentielle  inlcruv  d*uu  pnrallélipipède 
InOuiment  pelil. — ConsidéronRdo  nouveau  un  parallélipi- 
pbde  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  acliotis  principulcs.  Les 
actions  moléculaires  qui  agissent  sur  ses  faces  son!,  relaltve- 
mcot  àce  solide,  ries  Forces  extérieures;  lorsqu'il  se  déforme, 
le»  poirils  d'application  de  ci'S  forces  se  déplacenl,  les  actions 
muléculaircs  fournissent  donc  un  certain  travail  qui  s'emma- 
gasine, comme  nous  l'avons  déjà  dit.sous  forme  d'énergie  po- 
tentielle internr  à  l'intérieur  du  parallôiipipfede.  Nous  em- 
ploierons de  préférence  pour  désigner  cette  énergie  le  terme  : 
Iruvaihle  défonnalion;  lorsque  nous  le  rapporterons  à  l'unité 
de  volume,  nous  parlerons  de  Iraeail  sfièci/iijite  tle  dvfnnna- 
tiùn. 

NousavoRS  déjà  calculé  ce  travail  (ilqnation  I7|daiii  le  cas 
de  l'étal  élastique  simple.  Si  de  plus  le  corps  obéit  à  lu  lui  de 
Hooke  la  force  P  de  l'équation  (17)  est  proportionnelle  à  x,  de 
sorteque  si  P'  désignela  force  quîproduil  rallougem''nt  ma\i- 
muni  à/  nous  pouvons  écrire 


cl  {17}  devient 


_  P;  rM     ^ Pi/ 


(*q 


pour  obtenir  le  Iravaîl  !-piîcilique.  il  suffît  de  remplacer  P'  para 
R  el  jV^par  e,  il  vîenl 


a,  =  ;  B, 


E.'  =  r- 


(«a 


Si  deux  des  actions  principales,  Bx  et  Ry  sont  dilTéruntes  dd 
0,  nous  obtiendrons  A  de  la  façon  suivanli^  :  Il's  déplacements] 
de  leurs  points  d'application  no  sunl  pas  autre  chose  que  loti 
défoi'tnatioiis  élémentaires  principales,  nous  avons  ici 


(n,-iR,),  .,  =  i(B,_!R,) 


il  d\>bI  pas  nécessaire  de  cnnsidérer  Es,  puisque  Rr  est  nnl.  Sur 
les  rectangles  tli/tlz  agisseul  deux  forces  opposées  égales  & 
Rxf/yt/:  (il  n'y  a  pas  lieu  ici  de  tenir  compte  de  la  variation 
des  actions  moléculaires  d'une  face  à  l'autre,  le  travail  de  coa  J 
varialious  étant  négligeable  devant  celui  des  actioas  molècu-' 
laires  elles-méD)e3),ct  le  point  d'application  de  chacune  d'elles  J 

se  déplace,  selon  leur  propre  direction,   de  .   Lo    Iravud 

fourni  est  donc  égal  au  chemin  multiplie  par  la  valeur  moyenaa 
des  forces,  laquelle  est  égale  coiTime  plus  haut  ft  la  moitié  de  ta 
valeur  finale.  (Nous  devons  introduire  la  valeur  moyenne  pois- 
quc  nous  suppot^ons  implicitement  que  les  forces  oxléricares, ■ 
et  par  suite  les  actions  moléculaires,  augmentent  leateaiODt|^ 
et  progressivement).  Nous  avons  donc  pour  le  travail  de  c« 
deux  forces  : 


DÉFORMATIONS  fiLASTlQOtS.  TitAVAlL  Di:s  MATKIllAUX  63 

Oa  trouverait  UD  terme  analogue  pour  le  travail  fourni  par 
R^  ;  uous  avons  donc,  en  divisant  par  fixdydz. 


1  /R: 


■    —    Rj    Ry 


(43) 


Si  les  trois  actions  principales  sont  différenles  de  zéro,  on 
obtiendra  par  un  raisonnement  analogue  : 


-i[' 


lra^+IV±J*£l 


i('R^B„+  R^Rt  +  Ry  R,  )](i4) 


GiissemetU  simpie.  —  Il  est  avantageux,  ici  aussi,  de  con- 
sidérer cg  casa  pari.  Supposons  donc  qu'il  n'agisse  à  la  sur- 
face du  solide  que  des  actions  taugentiellcs  S  (lig.  13).  Dansta 
déformation  indiquée  sur  tu  figure,  il  y  a  lieu  de  ne  consi- 
dérer que  le  travail  de  l'action  moléculaire  relative  i'i  la  face 
supérieure,  puisque  la  face  inférieure  reste  fixe  et  que  les  dé- 
placoinentsdes  points  d'application  des  actions  relatives  aux 
faces  latérales  sont  perpendiculaires  aux  directions  de  ces  For- 
'  ces.  Il  n'y  a  pas  lieu  non  plus  de  considérer  les  inouvcmonla 
du  prisme  produits  par  d'auires  causes,  puisque  le  système  des 
quatre  forces  S  est  en  équilibre. 

La  valeur  moyenne  de  la  force  agissant  sur  la  face  supé- 
rieure est,  pour  la  même  raison  que  plus  haut  : 

'-Sclxdz 

le  cbomia  parcouru  mesuré  sur  la  direction  de  la  force  : 

Y% 
lo  travail  de  déformation  est  donc: 


-  Sy  Jxdi/tiz 
I  d'où,  en  tenant  compte  de  (34)  : 


A>  =  -Sy 


=  ^Gv 


(AS.i 


cuAi'jTaii  11 

L'expressiuD  i,l3|  doit  Aire  identique  à  (i.*i),  ai  l'on  fait  d&nsi 
celle  ci  R*  =  S  cl  \\y  =  —  S.  .lune 

1  /&'  +  S' 


-  —  -  s.  s 


d'où 


soitia  relalion  Irouvéc  précédummenl  par  une  aulru  mélbode.] 
Pourélrc  strict.  Il  re&lerait  à  démontrer  que  lu   travail  àem 
déformation  d'un  ('■lénu>nL  iiifniinienl  polit  de  roniic  quckott'l 
que  ost  proportionnel  au  volume  de  cet  élément,  mais  indé- 
pendant do  sa  forme.  A  cet  cfTel,  on  décomposera  cet  élt^maot 
en  élfîmenl,  d'ordre  supérieur  dont  les  arâtes  soient  dirigées 
selon  les  acliuns  principales.  Si  l'on  fait  la  somme  do  tous  les 
travaux  founiis  par  les  actions  moléculaires  agissant  &  la  sur- 
face de  ces  éléments,  on  recoimaii  qu'en  vertu    du  principol 
d'action  cL  de  riîaclion,  les  travaux   des  fora's  relatives  aux. 
surfaces  de  séparation  do  ces  élémonts  sont  uuls.  La  sonim^ 
80 réduit  k  colle  des  travaux  des  acUuus  moléculaires  relatives! 
à  la  surface  do  l'élément  considéré.  D'où  le  lliéorfeme. 
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Ex'-irkf  t. —  Ciir  rpniiivilc  d'acier  i/oiix  est  souiiiiae  à  Mit  i 
pfforf  ii'p.rtrn\iijii  dr  1000  Uq-  par  eut*.  (Jiifillr  fiai  la  distor-  \ 
si'jii  maximum , ej-primée  m seconden ? Picndre  V.  =  !?. HHf-OfHf  \ 
kilofjr(tmmf:a  par  cm',  et  m^=^S  i jS. 

Saltiiion.  Dos  équations  IS  résiitle  que  l'aclîou  lan^^cnticllo 
maximum  pour  un  état  élastique  linéaire  est  égale  à  la  moitié 
de  l'action  moléculaire  principale  ;  elle  est  donc  égale  tci  j 
5U0  kg.  par  cm'.  On  trouve  do  plus  (équation  35)  ; 


„  I 


-  2.200.000  =  «iG-000  kg.  par  cm' 
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d'où  résulU'.  tJ'upri's  la  l'urniiilo  (3i,  ; 


1"=  4,  85.10""  unités  (on  funcLÎoiule  l'arc  de  rayons  1) 
Y  =  122'  =  2'       2" 

La  formule  (31)  n'a  été,  il  esl  vrai,  établie  que  dans  le  cas  du 
[  glissemeiiL  simple;  elle  est  cependant  applicable  ici  en  verlii 
Ida   principe  du   supitrpositiou,  puisque  les  actions  molécu- 
I  laires   normales  qui  agissent  ici  ne   produisent   pas   de    dé- 
formations angulaires. 

La  quantité  y  esl  la  variation  qu'éprouve  l'auglc  droit  com- 
pris ontro  deux  ligues  inclinées  de  IS"  sur   l'axe  de    la  pièce. 
I  L'aotcur  a  essayé  de  la  détermiser  directement  au  moyen  d'un 
■  ^pareil  àuiiroir  spécial,  sausarriver  à  un  résultat  satifaisant, 
TU  la  diriîculté  de  fixer  les  miroirs  sur  l'éprouvette  d'une  ma- 
DÎèruassez  rigide  pour  que  chacun  d'eus  reste  parallèle  à  l'un 
des  cAlés  de  l'angle  ;  s'il   était  jamais    possible  de  construire 
I  QD  tel  appareil,  un  simple  essai  i  l'extension  donneruitimmé- 
Idialement  E  et  G  el  par  suite  m.  Cette  détermination  directe 
Ide  G  présenterait  de  sérieux  avantages  sur  celle  basée  sur  les 
fessais  à  la  torsion. 

Exercicf-S. — Un  cube  de  granit  de  6  cm.  de  celé  esl  soumis 
i  une  compression  de  §4  tonnes.  Quelles  sont  Caction  molécu- 
ffaire  tangentielle  maximum  et  la  distorsion  maximum  y  ? 

E  =  300.000  kg.  par  cm*.         m  =  i. 

Solution.   —  On  trouve  de  la  même  manière  que  dans 
h'exercice  précédent 

S  =  333  kg.  par  cm'.         G  ^120.000  kg.  par  cm'. 
-•  =  —  ri'unitii  i.en  forictiiju  de  l'arc  de  rayon  {  ;=0"9'  30" 


Kig.  te 


lUiniinju)',    La  question  se  ralUcli»    à   an« 
lépanHui"  aiilrefois  sur  U  farnn  donl  la  niplure  (Itt  cub«s  c 
pù-rrL'  Hi'mblablcs  se  produit.  Kn  génin 
U   di^Kugré^aliiin   du  soliilu  a  lieu  dl 
Idio  faroii  qu'il   se  forme  doux  pyraoïfl 
des  opposi5i's  par  les  sommols  (Gg.    tGfl 
Ll's  faces  de  la  pyramide  sembicnl  coln^ 
ciller  s(-iisibltinii>nl  avec  les  eoi'ïUiins   ' 
solide  dans  le^^quellefl  S  est  maximon 
On  fiii  coiicliiait  que.  dans  les  essd 
i  1»  compression,  c'était  ta  résistance 
nu    •^linanmenl    qui   élail   d'abord    suiS 
monléi.'.  Il  est  toutefois  tri^n  probsblÉ 
que  celle  manière  lîe  voii-  est  Tausse  i 
que  IVxplieation  suivaule  est  la  vraie:  I.a  compression  dd 
Cube  entraîne  une  dilalalion  Iransversule  ict-ilL-cï  peut  alleEn*] 
dreÔO.  10*  cm.  pour  le  granit,  40.  iO""rni.  pour  la  moloi 
sans  qu'il   se    produise    de    il6sa^r%alion)   qui,  lorsqu'elld 
dépasse  une  certaine  limite,  entraîne  h  son  tour  la  dâsagrégsa 
tion  Aku  faces  latérales.  Quant  &  la  forme  pyramidale   olk 
s'explique  facilement  par  le  fait  que  len  faceti  en  contact  ava 
les  plaques  de  la  inacliiiie  dVs^ai  ne  peuvent  se  dilater  libre 
mont  par  suite  du  frollenient  L'influence  de  ces  plaques  se  fotfl 
sentir  de  motus  on   moin»  liir^qu'on  &\-\\  t^ioigiif-.  il  faut  dond 
s'attendre  k  ce  que  In    rupture  conimeuce  nu  milieu,  I&  od 
cette  QClion  est  la  plus  faible.  DH  Inrs  la  forme  pyramidatJ 
s'explique  (i'elle-mèmo. 

L'espériencc  montre  de  plu3,et  c'est  là  une  preuve  en  favenq 
de  ce  qui  précède,  que  la  résii^lance  à  lu  compression  d'u 
prisme  de  pierre  diSpcnil  du  rapport  do  la  hauteur  aux  dimei 
sions  (le  la  base.  Celle  résistance  est  d'autant  plus  faible  que  o 
rapport  est  plus  grand,  ce  qui  s'explique  sans  difficulté  si  l'c 
admette  que  noua  venons  de  dire.  Les  épronvcllesemployé< 
généralenienl  danit  Ick  essais  sont  de  furme  cubique,aussî  esta 
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il  bon  de  lenir  compte  des  remarques  précédontes  lors  de  la 
discussion  desriïsultals  ublenus. 

Exercice  0.  —  Une  matii-re  plastique  (^  très  petit)  est  conte- 
nue dans  une  enveloppe  cylindrique  résistante  et  comprimée 
dans  le  sens  de  taxe  du  cylindre  avec  uni;  force  de  WO  kg. 
par  cm'.  Quelle  est  la  pression  exercée  sur  les  parois  de  feU' 
veloppe  ?  (Etudier  les  doux  cas  m  =  i  et  »j=  2),  • 

Solution.  On  a  ici 

R,  =  2ft0  R.,  =  R„,  =  3: 

.r  doit  èlre  tel  que  e„  et  e,„   soient    nuls  (nous  admettons  que 
l'ciiveloppo  ne  subit  pas  de  déformation). 

Donc 


=„= 

>■ 

- 

i(R,-.B,. 

0]= 

0 

X —  - 

»(' 

+  200)= 

=  4 

x  =  66jk6 

.  par 

cm'. 

=  2 

1  =  200 

„ 

Si  m  =  2,  la  matière  est  incompressible,  la  pression  sur  les 
parois  <]e  l'enveloppe  est  la  même  que  si  elle  contenait  uti 
liquide. 

Exercice  7.  —  Déterminer  le  travail  élastique  de  comparai- 
son dans  le  cas  de  l'exercice  3,  en  prenant  m  =  4. 

Nous  avons,  pour  m  =  4 


Rx  =  300  kg.  par  cm'.  S 

A  =^  646  kg,  par  cm'. 


t)S  chaimtkl:  11 


Exercice  S.  —  In  tube  cf//in(/ri(/ttr  fermé  est  soiunia  à  une 
pression  intérieure  telle  qu'en  un  point  de  la  paroi  ractiçn 
moléculaire  normale  dirigée  dans  le  sens  de  la  tangente  au 
contour  est  de  800  kg,  par  cni^^  tandis  que  celle  dirigée  dans 
le  sens  longitudinal  est  de  400  kg.  Quel  est  le  travail  élasti- 
que de  comparaison  si  m  =  3    ? 

Solution.  On  trouve  immédiatement  (formule  37)  : 

R  =  800  —  —  400  =  680  kg.  par  cm*. 

3 

Exercice  9.  —  Une  tige  de  longueur  /,  allant  s' amincissant 
d\me  façon  continue^  est  soumise  à  un  effort  d'extension  P. 
Quel  est  le  travail  de  déformation  ? 

Solution.  (1)  Soient  Fj  et  F,  les  aires  des  deux  bases  ;  Taire 
d'une  section  normale  quelconque,  distante  de  x  de  la  base  F, 
est  donnée  par  la  formule 


r=[vV-.4-f(vF.-v/F;)]' 


le  travail  do   déformation   du    volume   élémentaire  ¥dx  est 
(formule  42)  : 


dX  =  Vdx  -  =  —  -77 
2E       2E  F 


le  travail  total  sera 

A 


)+v^J 


on  a  généralement 

dx  I 


/, 


(aa;+6)«  a{ax-\-b) 

donc  : 

(i)  Une   erreur  de  calcul  qui  s'était  glissée  dans  l'édition  allemande  a 
clé  corrigée  par  l'auteur.  (N.  du  T). 


'kl  '_■ 
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2E  \'F,F, 
Si  F,  el  F,  dilTërenl  peu  l'une  de  l'autre,  on  peut  remplacer 
I  sans  coniraellre  d'erreur  appréciable,  la  moyenne g;éomi5lriqup 
i  par  la  moyenne  arilhmélique  el  l'on  a  : 


E(F,  +  F,) 
C'est  le  travail  de  déformation  d'une  tige  de  section  con- 

I  Fi  +  F, 

I  stanleég&leà  — ^* 

Exercice  10,  —  Ujie  \barre  de  fer  fixée  aux  deux  extrémités 
I  est  soumise,  à  Fêtât  initial,  à  un  effort  d'extension  de  600  kg. 
\por  cm'.  On  abaisse  sa  températvre  de  30°,  J)e  combien 
I  augmente  h  travail  spécifif/ue  de  déformation,  E  =  2.10*  Ay. 

I  par  cm*,  le  coefficient  de  dihifation  du  frr  étant  égal  à  --  — 

pour  /*  centigrade  ? 

Solution.  Si  la  lige  était  libre,  le  refroidissement  produi- 
I  mit  un  raccourcissement 


1.600 


Il  faut  qu'il  se  développe  dans  la  pièce  un  effort  produî- 
'  saal  un  allongement  égal.  Cet  effort  est  (équation  18]  : 


R  =  E£ 


=  2.10'- 


-1.230  kg.  par  cm' 


Lu  travail  élastique  passe  donc,  par  suite  du  refroidissement, 
de  600  il  1.8Ï0  kg.  par  cm'.  Celle  valeur  est  déjà  supérieure  à 

'  ta  limite  d'élasticité  de  bien  des  qualités  de  fer.  Supposons 
que  ce  ne  soit  pas  le  cas  ici,  car  sans  cela  il  ne  serait  pas 

■  pO!»lble   dn   rnlniil(?r  cxarlemcnl   li'  Iruviiil   de   dcfnrmalion. 


Dans  Télat  initial  le  travail  spécîlique  de  déformation  est 
(équation  41)  : 

aE       i.id^  cm*  cm' 

(remarquons  en  passant  quo  .l?  est  bien  un  travail,  cm.  Kg. 
divisé  par  un  volume,  cm'  comme  le  prouve  l'indication  des 
dimensions),  Après  le  refroidisse  me  ni  ce  travail  est  : 


La  source  de  cette  énergie  est  ici,  non  pas  le  travail  de  forces 
extérieures,  mais  )a  chaleur.  On  reronnatt  que  la  chaleur  spé- 
cifique de  la  pièce  doit  varier  un  peu  selon  que  le  corps  est  au 
repos  ou  soumis  à  des  efforts  élastiques,  et  qu'il  exisie,  par 
suite,  une  relation  bien  définie  entre  l'état  élastique  et  l'état 
caloririquc  d'un  corps. 

Ces  questioui^  sonl  du  reste  du  domaine  de  la  théorie  méca- 
nique de  la  chaleur.  Elles  n'ont  pas  d'importance  a»  point  de 
vue  de  la  résistance  des  niulérianx.  Ajoutons  seulement  que  la 
température  d'un  prisme  travaillant  à  la  traction,  sans  qu'il 
reçoive  de  chaleur  de  l'exlérieur,  s'abaisse  légèrement.  Ce 
phénomène  passe,  du  reste,  compliilemenl  inaperçu  dans  les 
essais  par  suite  de  sa  faillie  inlensilé.  Ce  qui  précède  n'est 
valable  que  tant  que  la  limite  d'élasticité  n'est  pas  dépassée; 
à  partirde  là,letravail  des  forces  extérieures  n'est  plus  emma- 
gasiné sous  formi^  d'éiiori^ie  polonticlle.  mais  se  transforme 
partiellement  en  chaleur,  de  i>orli!  qu'au  moment  de  la  rup- 
ture l'augmentation  de  température  est  très  notable. 


CIIAFITRE   III 

FLEXION  DES  PRISMES  A  KXE  RECTILIGNE 


I  1.  Notion  de  ta  flexiûn  d'un  prisme;  hypothèse  de  Navier  et  de 
BertwaiUi.  —30.  Diliiiilion  ilia  piÈcusprismalicjaes.  —  31.  Composilion  * 
Ats  forci»  entûriouras.  ->  Flexion,  torsion,  ^lissemenl,  riisiatance  com- 
|nïitc.  —  M.  Monient  OédiiEsuni  cl  momenl  lie  torsion,  effort  nonnal  et 
pfl'ort  Iranclinnt.  —  33.  Flexion  simple,  liypolhèse  do  Bernouilli.  —  3J. 
Nature  des  actions  moléculaires  Jnn»  le  cas  île  la  flexion  simple. 

y  ï.  Conséquences  de  lu  répartition  linéuire  des  action»  moléculaires 
normiilrs.  —  35.  To^ilion  de  t'axe  neutre  dans  une  section  Iransvorsale. 

—  3tl.  Condition  de  lavahMlitË  des  formules(49el51). 

I  3.  itoment*  ifinerlie.  —37.  Relalions  en tro  les  momenls d'inertie relalib 
Il  divors  Hxos.  —  38.  Axes  principaux  et  inomcDls  principaux  d'inertie. 

—  ;i9.  Ellipuecentmle  d'inertie,  —  40.  Moment  d'inertie  polaire.  —  il. 
Et-ninntion  des  moments  d'inertie  k  l'aide  du  planimétrc. 

S  4.  Ca»  général  de  flexion  simple.  —  43.  Calcul  des  tnUsnsitÉB  de« 
Action*  moléculaires.  —  43.  ApplicatioD,  calcul  des  dimensions  d'une 
panne  de  toiture. 

S  S,  Flexion  d'un  prisme  droit  solliciti' f/ar  une  force ptirallêle  A  t'axe 
longitudinal.  —  41.  Calcul  des  acliona  moléculaires  développées  dans    ^ 
uue  siH^tion  transversale  quelconque,  région  centrale  d'une  surface.  —  ' 
Appliculiun».  — 40.  Ilélcrmiuiiliun  des  actions  moléculaires  développées    ' 
dan5  uni'  «ection  Ir^insversale  d'un  prisme  travaillaut  A  In  flexion  simple  à    , 
raid«ile  la  n^^ioncentr/ile  de  lu  section. 

|6.  Détermination  des  actions  moliculaires  tangentietles  agiitant 
tianê  un  prisme  travaillant  tt  la  flexion.  —  47,  Répartition  des  actions 
ntol^ntaireâ  langenlieUes  dans  une  section  transversale  rectangulaire.  — 
M.  Relation  entre  le  moment  flôchiasant  H  et  l'effort  tranchant  V,  relatifs 
i  une  même  section.  —  49.  Répartition  des  actions  moléculaires  tangen- 
liellM  |Kiur  d'autres  formes  de  section  transversale,  —  3U.  Courbes 
cmdoppes  lies  directions  des  actions  molërulaircs  principales,  inducnce 
de*  actions  moléculaires  Inngenlielles  sur  le  danger  de  rupture  d'un  prisme 
tnmiUnnl  Ji  la  llciiion. 
I   |7.  Ligne  (lattique  d'un  prisme  travaillant  à  la  flexion.  —  51,  Equa- 


tiondiffi^raolielleilr-  la  ligne  i'-!iialiqiic.  — Sj.  Cas  ]iarticuli tirs 
InlIiitDCC  des  HCtioDs  miili^ulBircs  tangt^ntiulles  sur  tn  lùrme  du  In  ligi 
élastique. 

I  8,  Poulnti  continun  et  prisme  enenstré  aiw  deiu:  extrémité*. 
Si.  l'outrea  continuoj.  —  &S.  Prisme  cncaïtrù  aux  deux  extrémîUS. 


NOTION  DK  L\  FLRXION  D'UN  l'HISME 

nYPornf:sEs  de  navieii  et  de  beknouilli 


ao.  DéHuitioiidea  pièce*  prinnmUqncN-  —  Ou  ii/ipefieM 
prisme  ou  pièce  prismatii^tte,  en  résistance  des  matériaux,  loi 
corps  engendré  par  un  profil  fi-rnui  ptan  se  déplaçant  perpen-j 
dlculairenieiil  >t  la  courbe  que  son  centre  de  gravité  est  assu-i 
jelti  fi  décrire.  Le  profil  est  appelé  seclrori  (ratisnerm/e  du 
prisme,  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  gravité  des  difTéreitlcsl 
sectioDs  est  i'axe  longitutfîna/  du  prisme.  Celui-ci  ne  doit  pr^ 
sentcr  aucun  point  sing^ulier  et  posséder  une  courbure  asseï 
faible  pour  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  «juelconqua 
soit  toujours  très  grand  comparativement  aux  dimensions  dw 
la  section  transversale.  Nous  désignerons  p&r  prîxme  èlàmen-^ 
taire  la  portion  du  corps  comprise  entre  deux  socttons  inHniJ 
ment  voisine,  kI  fibre  i-lihnenlairc,  1c  prisme  infiniment  pelii 
engendré   par   un  élénient  de  surface  du  prolil  généraloi 
lorsqu'il  passe  d'une  position  à  la  position  infiniment  vuisinoJ 
Un  prisme  élémentaire   est   donc  formé    d'une     infinité    dq 
fibres  élémentaires.   De   même,  le   prisme    entier    peut  h\H 
envisagé  comme  formé  d'une  infinité  do  (ibr'-s.  Celle  quî  suîd 
l'axo  longitudinal  est  \&  fthrp  ntùyennf . 

Le  profil  générateur  d'un  prisme  n'est  pas  nécessairemenfl 
constant  :  il  peut  varier  ;  toutefois,  celle  variation  doit  6tit 
lente   et  continue,   au  sens    malliénialique  de  re  termA,   dq 
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façon  que  iletis  seclîons  transversales  inririiment  voisines  dif- 
ft-rcnl  infinimcnl  peu  l'une  de  l'autre. 

Comme  le  titre  du  chapitre  l'indique,  nous  ne  nous  occupe- 
rons d'abord  qiio  des  prismes  dont  l'axe  loiig'iludinul  est  rec- 
tîlisriie, 


31.  4'oiMpo«Uio»   dc«   force»   «'Y(érî(^urel•.     Flexion. 
••ni»n,  sli«>ienieii<.  résistaiivc  conipoH«e>    —   Considé- 
rons  une  pihCAi  prismatique  sollicitée   par  des   forces    exté- 
I  rieures  consliluanl  un  système  en  équilibre  statique.  Coupons 
[  ce  prisme  selon  une  section  transversale.  Les  actions  molécu- 
f  laires  développées   dans  celte   section    doivent    èlre   lellea 
qu'elles  fassent  équilibre  aux  forces  extérieures  agissant  sur 
Ttinn  ou  l'autre  des  deux  parties  du  prisme. 

l'ont  déterminer  ces  actions,  le  premier  pas  à  faire  est  de 
réduire  les  forces  extérieures,  appliquées  à  la  position  consi- 
dérée du  prisme,  îi  une  résultante  et  à  un  couple  résultant  ;  la 
répartition  des  forces  extérieures  en  elle-même  ne  joue  aucun 
rdic,  aussi  suflîrail-il,  au  besoin,  de  ne  connaître  qu'un 
système  de  forces  équivalent.  Celte  réduction  exige  le  choix 
d'un  point  arbitraire  par  lequel  passe  la  résultante;  nous  pren- 
drons ici  pour  ce  point  le  centre  de  gravité  de  la  section  trans- 
versale suivant  laquelle  le  prisme  a  été  coupé.  Les  actions 
transversales  développées  dans  la  section  devront  fournir, 
pour  qu'il  y  ail  équilibre,  une  résultante  et  un  couple  résultant 
égaux  et  de  signes  contraires  à  la  résultante  et  au  couple 
r^ullanl  des  forces  extérieures. 

Les  conditions  dans  lesquelles  travaille  le  prisme  dépendent 
du  résultat  de  la  composition  des  forces  extérieures.  11  pourra 
se  présenter  les  cas  suivants  : 

l'Lc  couple  résultant  est  nul,  la  résultante  passant  par  le 
centre  de  gravité  de  la  section  est  dirigée  selon  l'axe  du  pris- 
mo  ;  dans  ce  cas  la  pi^ce  travaille  ù  Vejn-iision  ou  il  la  rum- 
pr^sxian  simple,  suivant  le  sens  de  la  résultante. 

2*  Le  couple  résultant  est  nul,  et   la  résultante  agit  perpen- 


diculairemenl  à  l'axo  longitudinal.  On  dit  al(>r«  qtio  lo  prismtt 
travaille  &\i  ffli.iseme/H  simple,  (le  cas  ne  saurait  se  produira  _' 
quo  pour  cerlainea  seclioriB  svulomonl;  en  cffcl,  si  l'oD  p 
(i'urie  de  ces  spolions  Iransversales  à  la  section  voisine,  il  ! 
produit  un  coupte.provt'nunl  du  dépiateaiiiul  du  point  d'applica-'fl 
lion  de  la  résultante  au  r(!ii  Ire  di^  gravide  de  la  nouvelle  section.  ■ 
3"  Invcrsonit^nt,  les  forces  uxtiirieunis  se  réduiscDl  il  uu  ood-| 
pie  ;  il  faut  distinguer  ici  plusieurs  cas  : 

a)  Nous  diroHsquo  le  prisme  travaille  li\n  flexion simpity  \ 

le  plan  du  cuuplo  passe  par  l'ase  longitudinal  ou  lui  est  para)-  ' 
1Mb; 

b)  Le  prisme  travaille  h  la  torsion  lors(]ue  le  plan  du  roDpIs  J 
est  porporidiculairc  à  l'axe  lougitudiital  ; 

c)  Enfin,  si  le  pbn  du  cou  pie  est  quelconque.ondécompoMraJ 
lo  couple  L>[i  deux  couploscuniposunts,  l'unailué  dans  un  ptanj 
passant  par  l'axe  du  prisme,  l'autre  situé  dans  un  planperpenJ 
diculaire  ;  le  prisme  subit  une  flexion  et  une  torsion  simutlanéesM 
Conformément  ttia  loi  de  superposition  applicable  fi  la  plupaKl 
des  nialûriuux  (ninlOriaus  pierreux  et  fuiile  Av  Ter  exd'plés),  il 
suriirii.  puur  obtenir  les  actions  motécalaires  tolalea  dévelop-j 
pées  par  l'aelion  de  ces  deux  cnuptes,  de  déterminer  séparé'^ 
ment  les  aclions  produites  par  chacun  d'eux  pl  du  les  composer  J 

Nous  avons  vu  précédemment  comment  s'opérait  cellfi  com-l 
pooilion;  il  suflji  donc  de  rL'chcrcbor  les  actions  molvculatres  j 
développées  dans  cbarun  ili-s  cas  simples  éuuniéros  ci-des9UR.  J 
l'our  les  corps  auxquels  la  lui  de  superpusiliuu  n'est  pss  apptï-  \ 
fable,  les  problèmes  analogues  nr  sont  pas  susceptibles  d'an»  I 
solution  exacte.  Il  faut  se  cotilentcr  d'unr^  solution  approcliéo, 
en  appliquant  maigre'  tout  celtu  lui  et  en  tenant  compte  dana  I 
les  calculs  subséquent»  deTinciTliludedu  résultat  provenant  da  ' 
co  fait. 

4°  Enfin  lorsquele  système  des  forces  extérieures  admot  ua  * 
couple  résultant  et  uuertisultantu,  on  a  lu  cas  de  la  résistance  j 
composée.  CnsVu  tenant  strictement  à  celle  déiinition,  Iv  cat  ' 
od  ie  syst^Ino  do»  forces  exiùrieures  80  réduit  à  une  résutlaute  J 
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pGr|)fliidicalaire  a  l'axe  du  prisme  et  à  iin  couple  passant  par 
cetaxe  serait  ua  cas  spécial  de  ri.'^sisluncc  composée.  Il  so  prà- 
senUï  loijtefois  si  souvent  dans  les  applications,  qu'il  convient 
de  le  traiter  k  part  commis  cas  gt'iuU-al  de  la  /Ifxiun.  Ou  ne 
parlera  donc  de  résistance  composée  <]iie  lorsque  le  prisme 
travaillera  simiillanémenl  &  la  flexion,  J)  la  compression  ou  h 
l'exlension  et  à  la  torsion,  c'est-k-diriï  lorsque  la  résullaiile  des 
forces  e.\t6nctires  n'est  pas  perpendiculaire  à  l'axe  du  prisme 
et  que  le  plan  du  couple  ne  passe  pas  par  cet  axe. 


St.HatMont  fltrliUMaat  et  moment  de  taratïan:  Effort 
normal  e(  elTorl  traiiPliHol.  —  A  lin  du  pouvoir  écrire  les 
couililions  d'iSquilibie  erilrc  les  forces  extérieures  et  les  actions 
moléculaires  nous  devons  considérer,  non  seulement  le  plan 
du  couple  résultat,  mais  son  moment  et  son  sens.  Oii  appelle 
mwitent  fléchissant ,  H,  lo  momenlil'uu  couple  tendant  à  pro- 
duire une  Hcxiou,  moment  de  torsion,  T,  le  moment  d'un  cou- 
ple qui  occasionne  une  torsion.  Les  deux  composantes  de  la 
résultaute  des  forces  extérieures  portent  ég^alemerit  des  noms 
spciciaux.  On  désigne  par  effort  normal,  N,  la  composante 
dirigée  suivant  l'axe  longitudinal  diipn=ime,  et  pAr  effort  tran- 
chant, V,  la  composante  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Dans  le  cas  général  de  la  flexion,  tel  qu'il  a  été  défini  plus 
hsut,  0[i  aura  donc  à  déterminer,  pour  chaque  section  trans- 
versale considérée,  te  moment  llécliissant  et  l'effort  tranchant. 
Il  est  évident  qu'il  est  indilTcronl  de  calculer  ces  quantités 
pour  l'une  ou  pour  l'autre  des  parties  du  prisme  séparées  par  la 
section  considérée.  ^\\  effet,  si  nous  passons  de  l'une  fi  l'autre 
de  CVS  parties,  le  niuni>>nl  llécliissant  et  l'efîort  Irancltanl 
changent  désigne,  puisque,  par  hypothèse,  lesforres  extérieu- 
res appliquées  au  prisme  Forment  un  système  en  équilibre, 
mais  en  même  temps  les  actions  moléculaires  dans  la  section 
transversale  cliangent  aussi  de  signe.  Rien  n*est  donc  modilit^. 

D  est  d'ussg'e.  dans  les  traités  de  résistance  des  matériaux, 
da  considérer  la  partie  du  prisme  située  à  gauche  de  la  sec- 
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tion  transversale  envisagée,    lo  prisme  ûlanl  supposé   liori 
zonlal. 

Les  forccH  agissant  sur  un  prisme  sont,  ilans  la  généralH 
lies  prnblèmos  do  llesion,  situés  dans  un  mi^me  pian  (le  pi 
souvenl  dans  le  plan  verlical);  île  plus  f'efforl   Irancharil 
toujours  situé  dans  le  plan  du  couple  (lécliissunt.  Nous  nou 
bornerons  dans  la  suiteà  étudier  ce  cas  particalior;  dn  resta 
si  excoptionnellcnient  ces  suppositions  n'étaient  pas  rompHi 
on  pourrait  encore  résonrfre  facilement  le  problt-me  en 
basant  sur  tes  dcvelopperoenls  qui  suivent. 

(Convenons  enfin  d'alîer  1er  le  monicnl fléchissant,  M,  dusigi 
+  lorsque,  le  prisme  étant  supposé  horizontal,  le  couple  ai 
forces  extérieures  appliquées  à  la  partie  tlu  prisme  située 
gauche  de  la  section  considérée  tend  à  faire  tourner  ccll 
partie  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre. 

Nous  prendrons  l'effort  tranchant,  V,  avec  le  signe  +,  loi 
que,  pour  cette  même  partie  du  prisme,  il  seia  dirigé  de  bi 
en  haut. 

Ce  sont  IJi  les  conventions  que  l'on  fait  gérK'ralcmeiit  en 
caniqne  technique. 

83.  riexlon    aimplc.  Il.vpothéar  ilu    Ufrnvullli. 

M  et  'V  étant  supposés  connus,  il  ti'aj^il  de  déterminer  li 
actions  moléculaires  développées  en  chaque  point  de  lasectio 
transversale  considérée.  Résolvons  d'altord  le  prohlôme 
le  cas  particulier  de  la  llexion  simple,  c'est-à-dire  suppusoa 
V=o. 

II  sera  facile  ensuite  de  passer  au  cas  général  do  la  nexion 
il  n'y  aura  qu'à  combiner  les  actions  moléculaires  trouvAi 
avec  celles  qui  se  développent  sous  l'action  V.  Le  cas  de 
flexion  simple  se  rencontre  dans  la  pratique.  La  partie  d'u 
essieu  de  wagon  comprise  entre  les  roues,  la  portion  du  pristi 
(fig.  17)  comprise  entre  lesdeuK  forces  intérieures  travaille  Jk 
flexion  simple.  Rn  uiïel,  pour  une  section  mm  quelconqui 
les  furires  esléi'ieun's  agissant  sur  In  partie  silnée  à  gaiicl 
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de  la  section  se  réduisent  à  un  couple   unique  de  moniciil  Vf) 

I  et  de  sens  positif,  conformêmciiL  à  la  convoiillon  faile  plus 

liaul  sur  tos  signes. 

La  délei-minalioti  des  actions  mu lécul aires  déveioppties  \ 
dans  une  section  transversale  n'est  pas  possible,  si  l'on  ne 
dispose  ijue  des  éi[ualions  universelles  d'équilibre.  Du  reste, 
si  nous  n'avions  pas  k  tenir  compte  des  déformations  élas- 
tiques du  prisme,  corrélatives  des  forces  exlérienres  agis.saiil 
sur  Ini,  nous  pourrions  admet- 
tre une  répartition  quelconque 
des  actions  moléculaires  dans  la 
section,  pourvu  que  ci>s  actions 
se  réduisissent  tï  un  couple  de 
moment  égal  à  M  et  de  signe 
t'ig,  17.  contraire. 

La  seule  chose  que  nous 
puissions  allirmer,  au  sujet  de  la  di^formallon  élastique  qu'é- 
prouve le  prisme  sous  l'inlluence  des  forces  indiquL^es  dans  la 
B^rc  17.  est  qaelea  points  d'application  des  forces  extérieures 
se  déplaceront  les  uns  par  rapport  aux  autres,  dans  le  sens  de 
ces  forces.  Supposons  ces  points  d'application  situés  sur  l'axe 
longitadinal  du  prisme;  dans  la  déformation,  cet  axe  se  trans- 
forme^ nécessairement,  par  suite  de  la  cohésion  de  la  matière, 
en  une  cuurlie  à  faible  courbure,  tournant  sa  convexité  vers  le 
baal. 

Celle  courbe  porte  le  nom  de  ligue  élastique  du  prisme. 
Celle  remarque  sur  la  nature  de  la  déformation  est  cependant 
trop  peu  précise  pour  qu'il  .soit  possible  d'en  rien  conclure  sur 
le  répartition  des  actions  moléculaires.  On  est  obligé,  pour 
feiro  cesser  l'indétormination  cvistant  à  cet  égard,  d'avoir 
recours  fi  rhypotbi;3e.  On  admet  que  les  sections  transversales 
demeurent  planes  durant  la  dt^formalion.  Celte  hypothèse,  in- 
troduite d'abord  absolument  arbitrairement  par  Bernouilli, 
sert,  dfipuis  les  travaux  de  iVavier,  de  point  de  départ  a  la  tliéo- 
TÎe  de  la  flexion  des  prismes. 


7S 


cHAPirnic  ui 


L'irilruiliidibti  d'uni*  |iart<illi;  liypi'thësc,  oAns  mitre  démons 
nlralinii,  paraît  au  preriiier  abord  édinnanU'.Ëloel  ûluuuomQnd 
CKl  parfailitmoiil  juslilii-  si  lo  pustukiliiin  est  présent 6, ainsi  quq 
c'ent  »nuvent  le  cas,  comme  km  véritable  axiuuic  ;  il  est  plus 
admiNsiblu,  par  coiiIrH.si  l'on  présente  cette  hypothèse  coinmO'4 
un(>  lui  nalurt-llc,  urii>  proposIliDi)  qui  trouve  sa  sl'uIu  jusltC-  I 
cation  ilans  lt>  fait  ijuk  les  conséquoticcH  qui'  l'on  pu  lira  oun-. 
cordent  avoc  les  résultats  île  l'oxpi-rionce. 

L'IiypolIiJ-se  di-  Bcriionilli    se   trouve-   cunlirnii.k>,  tout  aal 
moins  dans  le  cas  de  la  llcxinn  nimple,  pour  Ifs  rnrps  obéissanU 
k  la  loi  (lis  Hooko.  Pour  les  matériaux  iiusiguels  cette  loi  n'oftti 
pas  applicable,  l'espôrience  seule  peut  montrer  si  l'h^pothèsal 
Aq  Beriiouilli  ohi  encore  vraiv.  L'auteur  a  soumis  ii  des  oxjA- 
rieuccs  de  oe  genre  deséchantiliotis  de  pierres  de  ronsl motion. 
Un  prisme  de  pierre  de  section  rectangulaire  do  20  X  30  cm. 
de  cAtèétait  placâdc  champ  surdons  appuis  distants  de  i  taJiO. 
Le  long  dn  contour  de  différentes  sections  transversales,    oa 
cimentait  sur  les  faces  du  prisme  du  petites  tiges  do  fer  portant 
chacune  un  [letit   miroir.  Lorsqu'on  chargenit  le  prisme,  les 
miroirs  se  mouvaient  avec  les  parties  du  prisme  ausqueJlesJ 
ils  étaient  fixés  et  l'on  pouvait  faeiloment  constater  les  déri«*B 
lion»,  au  moyen  d'une  échelle  divisée  et  d'une  tuuetle,  »cloit  lai 
méthode  si  souvent  employée  en  physique.  L'auteur  a  constalq 
que  les  miroirs  placés  le  long  du  contour  d'une  même  section 
transversale  eséculeiit  so[isililemcnt  la  m^me  rotation,  or  CâoÉ 
it'esi  possible  que  »\  les  rùlus  dv  la  section  tr&nsvursalo  sonL^ 
restés  rcctilignes;  un  effet,  s'ils  su   courbaient   d'une   bgou  J 
appréciable,  les  éléments  de  cette    courbe  fonneraionl  diM 
angles  divers  aveu  la  direction  pritnilivo  du  celé  ;  les  mirotn 
devraient   donc   tourner   d'angles   dilTcrents.    Oe  plus,  si   loi 
côtés  d'une  sectiou  transversale  restent  recliligues,  il  y  a  da  ^ 
fortes  raisons  de  supposer  que  la  section  elle-même  demetire 
plane.  Nous  pouvons  donc  admettre  cvttc  expérience  comme 
preuve   que,    niAme   pour  dos  matt^rïaux   aux<|nels  la  loi   ds 
Hooke  n'est  pas  applicable,  l'hypolbifae  do  Beruouillî  ual  sul-m 
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fisaniQiont  exaclo.  Par"  stiffisaiiimenl  exact  »  nnuii  eulendons 
un  di'fçrè  (l'npproxîmalioii  assez  satisfaisant  [lour  qu'il  ne  puisse 
râsiilter  irorreuri)  grossiëroa  de  l'application  de  l'hypoth^so  de 
Bvruouilli. 


SI.  Vnturv  U*-M  uctiau»  molAculalreu  daim  le  ea«  de 
■■  llexiuii   Mîni|»le-    —   Daua   lo  cas  de  la   11e.vii)n  simple 


(ElTorl   Ijaiicbant  V::==û 


n'v  aiicuue  raison   d'admettre 


Pesisteace  d'uctioiis  moléciiluires  laDgoiiliolles  dans  uue  sec- 
Lion  Iransversale. 

Ka  clR-t,  si  ellvs  cxistaieiil,  i;lles  seraient  nécttssairemeiil  cii 
équilibre  iintre  Bll<>>i,  mais  par  liypotlièse  la  section  Iransver- 
salo  (ii'meuro  plaue  ;  il  faut  donc  que  ces  aclions  tangentielles 
soitml  nnllos.car  ellos  eiUraineraicnt  des  disloisionsy  de  gran- 
deurs c-t  dû  signes  dilVérents,  qni  altt;i'itraicul  les  angles  droits 
Formés  par  les  éléments  plans  de  la  section  avec  la  direction 
de  l'aie  liingitudinol  du  prisme  :  la  section  transversale  ne 
pourrait  pas  rester  plane. 

Ainsi  donc,  si  V  ^=0,  les  actions  moléculaires  tangentielles 
sont  âgalcnionl  nulles.  Il  en  résulte  immédiatement  que  la 
section  transversale  est,  dans  le  prisine  déformé,  porpendicu- 
lairo  à  la  ligne  élastique. 

1!Iunsidérons  maintenant  un  prisme  élémentaire,  c'est-à- 
dirt>,  l'élément  de  prisme  limiii^  par  deux  sections  transver- 
sale» inQniment  voisines.  Dans  le  prisme  défrirmé,  ces  deux 
■•clions  se  coniient  suivant  une  droite  qui  passe  par  le  centre 
.i-  rourbure  de  la  ligne  élastique.  Les  libres  élémentaires 
;LVu)eat,  ù  l'origine,  tontes  la  raènie  longueur;  dans  la  défor- 
mation, colles  d'entre  elles  qui  sont  situées  du  cdté  de  la  con- 
vvxilidcla  ligne  élastique  subissent  un  allongement,  celles 
situées  du  côté  do  la  concavité  deviennent  plus  courtes;  en 
général  les  longueurs  nouvelles  de  ces  libres  sont  entre  elles 
oomoie  les  dislances  dos  fibres  au  ceutre  de  courbure  de  la 
ligne  élastique.  D'après  la  loi  de  l'élasticité  les  déformations 
flODl  carrèlalivvs  des  aut ions  moléculaires  développées.  11  fau- 


mi  CHAPfTRR  m 

(liii  donc  i)u'ici  il  y  ait  des  aciions  moléculaires  utirniates  deA 
signes  dilléreiita,  ce  que  nous  savions  déjà,  puisque  ces  aciîoiu 
normales  doivent  se  réduire  &  un  couple.  Nous  venons  àei 
voir  que  corlaines  fibres  subissent  un  allongfement,  d*autre-C 
uu  raccourci  SSL- nient,  nous  savons  de  plus  qu'une  ilérornmlioilfl 
est  loujours  conlinue  ;    il   doit  donc  y  avoir  one  eouclio  AtiT 
fibres  qui  n'oni  subi  aucune  déformalion.  L'inlersedion  dra 
celte  couche  de  fibres  et  d'une  section  transversale  s'appella 
ra:ct'  uenlre  de  la  section.  Les  varlaliiin<)  de  longueur  defl 
libres  sont  proportionnelles  à  leur  distance  de  l'axe  neulro  £ 
par  suite,  si  la  \u\  de  Hooke  est  applicable,  Cintmsité  R  Het 
actions  moléculaires  normales  agissant  en  des  points  t/oMnéa 
de  /«  section  est  pro/jortion»eiie  à  la  distance  de  ces  points  « 
Pnxe  neutre. 

C'est  Navier  qui,  le  premier,  a  déduit  re  résullal  de  l'Iiypo- 
thèse  de  Bernouilli. 


CaNSÉQUENCES  DK  LA  RKPAB'niION  LINÉAIRE 
DES  ACTIONS  MOLÉCULAIHES  NORMALES. 


as.  PoHidon  del'n^e  nenlre  danN  une  seef i«n  Irana-V 
verbale,  —  Prenons,  dans  le  plan  de  la  section    Iransversalafl 
considérée,  un  système  d'axes  rectangulaires  oy^,  tel  que  l'axe 
des  i,  coïncide  avec  l'axe  neutre,  R  est  alors  indépendant  de  s, 
et.  puisque  R=  o  pour  y=:«,  le  terme  constant  que  coulîonl 
géiiéralemenl  une  fonction  linéaire,  disparaît.  Eu  désignant  J 
par  K(j  rinlea&ilé  de  l'action  moléculaire  normale  on  un  poinll 
distant  de  t/o  de  l'axe  neutre,  nous  avons  pour  uu  point  qael-T 
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>  coni]iii\  on  verlii  dn  larépartilio 
laires,  la  relaLion  : 


linéaire  îles  actions molécu- 


11  =  ,-  (46) 

Dans  lu  cas  lie  la  flexion  simple,  les  actions  normales  for- 
ment un  couple,  la  somme  îles  liavauxd'estensioii  doit  doue 
Élrc  t-j^alcà  la  somme  des  travaux  décompression.  L'équation 
(46)  donne  du  reste  H  avec  son  signe,  si  l'on  convient  d'affec- 
(er  r/  d'un  sig^nc  différent,  selon  qu'il  csl  mesuré  d'un  cAté-ou 
rli!  l'autre  de  Taxe  neutre.  Nous  f>ouvou3  donc  écrire  simple- 
ment que  la  somme  algiJbriquc  des  nclions  moléculaires  nor- 
males, étoniliio  à  toute  la  section  transversale,  est  nulle. 

l>onr  : 

en  mellani  pour  U  sa  valeur  (i6l,  nous  obtenons  : 


///''F  = 


(47) 


L'intégrale  du  membre  de  droite  rfprésenle  ]e  moment  sta- 
liqw,  de  la  surface  relatif  à  l'axe  des  :,  l'équation  (41)  exprime 
dDDC  la  condition  :  l'a^e  neutre  de  la  section  transversale  doit 
poster  par  le  centre  de  gravité  de  cette  section. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  forces  extérieures   et  les 

actions  multiculalres,  il  faut, non  seulement  que  les  moments 

des  couples  formés  par  ces  forces  soient  égaux  et  de  signes 

I  contraires,  mais  encore   que  les  plans  de  ces  deux  couples 

I  coïncident. 

Cette  deruiërc  condition  est  remplie  d'ellu-mènic-  dans  la 


plupart  des  cas  pratiques,  où,  en  général,  la  section  Iraosvei 
sale  possèdu  un  axe  <Ie  symétrie  et  oti  le»  forcea  uxtérieur«d 
sont  situées  dons  k-  plan  de  Ejni6lrii>;i-arDlorBraxu  noulre  d^ 
la  section  est  perpendicnlairo  ti  ce  plan  de  symétrie. 

Traitons  d'abord  le  cas  où  ïtiic  neutre  est  perpeiulintlairëM^ 
au  plan  du  couple    fltk/iissaut,  la  section  transversale  étant  J 
d'ailleurs    qut^^l conque,    fxrivons   les   conditions  d'équilibre  : 
l'équation   des   momenis  relalifs  à  l'axe   neutre  (axe  des  s) 
donne  : 

jU.rfFy=M 

ou  en  remplaçant  It  par  sa  valeur  (4G) 

i^  l'y  VF  =  M  (48) 

L'intégrale  /i/i/F,  qui  s'êLond  a  inuic  la  surface  de  ld| 
section  transversale,  ne  dépend  que  de  la  ri)riue  de  celle-ci.  La^ 
section  étant  connue,  on  pourra  toujours  former  celle  cxpre»-  1 
sion  suit  un  efTfCluaiit  direclenicnl  l'inlcgrale  indiquée,  soit  au  ' 
moyen  d'une  quadrature.  Elle  porte  le  nom  de  moment  \ 
t/'iiirriif^  de  la  scclion  reialil'li  l'axe  des  z.  Désignons  la  par  1 
l'équation  (47)  s'écrira  : 

Le  problème  :  délerniinvr  l'jiileti»ilé  Ha  de  l'aclion  moléctu 
laire  agissant  L>n  un  point  di)!tanl  de  i/o  de  l'axe  iicuire  d'unq 
scclion  transversale  donnée,  csl  donc  résolu  En  tenant  compttt  1 
de  la  formule  i-KV),  on  voit  qui-  l'on  peut  suppiimor  l'iudice  &i 
dans  réqiiatton(48}.Eu  général  on  désire  surtout  cunnaltrerio- 
tenslté  maximum  R  des  action»  moléculaires  développées  dans  \ 
la  section.  Il  suffll.  pour  obtenir  ce  maximum,    de  prendre 
ponrye  laptuagrande  vnleurqii'admctte  y.  Hoiti/m  celle  valeur, 
on  peut  réunir,  en  uno  seule  les  deux  quantités  qui  ni>  dépen- 
dent que  dcH  dimensions  de  la  section  transversale  en  posant  j 


=  W 


(50) 
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La  formule  (iS)  s'écrit  alors  : 

Nous  iloiiiierons  k  W  le  nom  de  moment  de  résistance  de 
DaseclionC). 

R  désigne  donc,  dans  rex[irGssion  ci-dessus,  le  maximum  de 
l'iulensilé  des  acliona  moléculaires  normales,  maximum  qui 
%  lieu  dans  les  fibres  les  plus  éloignées  de  l'axe  neutre. 

Vérifions  l'équation  (48)  au  point  de  vue  des  dimensions,  si 
pous exprimons  les  longueurs  en  centimètres  elles  forces  en 
Û\ogr.  il  vient  : 

cjn'  cm* 

kg. 

r  —  B 

mil 

■culaire  :  un  quotient  d'une  force  par  une  surface. 

«.  C'sudillon  de  valabillté  des  rornmle»(4»)el(St). 

-  Les  formules  précédentes  ne  sont  applicables  que  lorsque 

B'sxe  neutre  psI  perpendiculaire  au  plan  du  couple  de  flexion, 

gne  nous   appellerons  simplement,  pour  abr<Sger,   plan  de 

SCrxiOTj.  Ecrivons  l'équation  exprimant  la  condition  que  le  plan 

j|a  couple  des  actions  moléculaires  coïncide  avec  le  plan  de 

r'Jlcxiou,  pour  cela,  formons  la  somme  des  moments  de  toutes 

ries  forces  par  rapport  à  t'axe  oy,  lequel  est,  par  hypothèse, 

'  COnU^nu  dans  le  plan  de  flexion  :  celte  somme  doit  être  nulle. 

Le  monieul  des  forces  extérieures  relatif  à  cet  axe  est  nul.  Il 

l  reste  donc  : 

JVizdF^o 

.  [>Wttrs  auteurs,  enire  nulresM.  Hésnt,  inlroduisenl  ilana  leurs  calculs 
wrse  lie  W,  soiis  le  nom  de  module  de  réiigtance.  Les  tomiutes  s'écri- 
rlilariun  peu  plus  simpleinrnl  ;  pnrcdiilre,  cHtc  Dolntioii  esl  dâeavarita- 
'  P*«  pmir  ies  calculs  iiraliijues.  Lci  aides-mi'nioires  cl  les  calalogues  des 
'"  HduDDCDl  en  effet  les  valeurs  de  I  et  de  W  pgur  les  proli ta  courants,  et 
I  "«"i  Mlles  des  muilules  de  résistance, 

N.  du  T. 


\.  f-i 


Si  ciiAPrnŒ  m 

ou,  en  lenanl  comple  de  la  formule  (46.) 

fzf/f/F  =  o  (32) 

L'intégrale,  du  membre  de  gauche,  qui  s'élend  à  toute  la 
seclion  transversale,  ne  dépend  que  des  dimensions  de  celle-ci 
et  de  la  direction  du  système  d'axes  zoy.  Elle  porte  le  nom  de 
produit  d'inertie  ou  de  moment  d'inertie  composée  ;  nous  la 
désignerons  par  la  lettre  <I>,  aiïectée  de  deux  indices  indiquant 
les  axes  relativement  auxquels  cette  expression  est  formée. 
L^équation  (52)  s*écrit  : 

%.z  =  o  (53) 

La  condition  cherchée  peut  donc  se  formuler  ainsi  : 

Les  formules  (48)  et  (50)  ne  sont  applicables  que  si  le  plan 
de  flexion  coupe  la  surface  selon  une  droite  perpendiculaire  à 
Vaxe  neutre  et  telle  que  le  moment  (Pinertie  composée  de  la 
section^  relatif  à  cette  droite  et  à  Vaxe  neutre^  soit  nul. 

Un  moment  d'inertie  ne  peut  être  nul  :  les  éléments  de  Tin- 
tégrale  fy^d¥  étant  tous  essentiellement  positifs.  Le  moment 
d'inertie  composée,  par  contre,  peut  être  positif,  négatif  ou  nul, 
les  éléments  xyd^  de  l'intégrale  ayant  des  signes  différeuts 
suivant  les  quadrants. 

Avant  d'aborder  le  calcul  de  l'intensité  des  actions  molécu- 
laires dans  le  cas  ou  <t>yz  est  différent  de  o,  examinons  les  pro- 
priétés des  moments  d'inertie. 


§   3 


MOMENTS    D'INERTIE 


37.  Relatioim  entre  len  momendi  d'Inertie  relatif»  h 
divers  a!Keii.   —  On    appelle,    comme  nous    l'avons     vu. 
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moment  d'inertie  «l'une  surface  rclalif  a  un  axt>,  la  Boramo 
(Ji.'8  piûiluils  de  chncuu  des  ék^ineiils  de  surface  par  le  carré 
dL'  la  dislauce  de  cet  élémenl  à  l'axe  donné.  Soil  donnée 
(fig.  18)  une  surface  F  cl  soil 
AA  l'axe  relativement  auquel 
OH  veut  calculer  le  momonl 
d'inertie.  Meuuns  uue  paral- 
lèle à  AA  par  le  centre  de  gra- 
vité S  de  la  surface  et  soit  y 
ladislauce  d'un  élémenlsupcr- 
.-^-  ficiel  </F  il  cette  parallèle.  On 

"''^'    '^J  aura,  par  ddtinition: 

Iaa  =fiy  4-  af-  -/F  =ff,'  ,/P  +  2  afffdF  +  ,vf,lF 
,  JffdV  est  \fi  moment  statique  de  la  figure.  Celte  quantité   est 
nulle,  puisque  l'axe  auquel  elle  se  rapporte  passe  par  lo  centre 
de  gravité.  f'iT  n'est  autre  chose  que  l'aire  entière.  Donc,  en 
désignant  par  I  le  moment  relatif  à  la  parallèle  passant  par  S. 


Ua  =  I  4-  a"  F  (ai) 

Il  est  par  suite  facile  de  calculer  le  moment  d'inertie  d'une 
surface  pour  n'importe  quel  ase^  si  l'on  connaît  les  moments 
d'inertie  relatifs  a  tous  les  axes  passant  parle  centre  de  gravité. 
La  formule  (33)  esl  en  outre  d'une  grande  utilité  pour  calculer 
le  moment  d'inertie  d'une  surface  pouvant  se  décomposer  en 
OD  certain  nombre  de  surfaces  plus  simples;  par  exemple,  on 
reclnngles,  comme  dans  le  cas  d'une  section  en  forme  de 
double  lé. 

Comparons  maintenant  entre  eux,  les  moments  d'inertie  de 
la  «iirface  relatifs  à  des  ascs  de  directii>i)  quelconque,  passant 
I  par  le  centre  de  gravïlé  S.  Soit  AA  un  de  ces  axes,  a.  l'angle 
I  qu'il  forme  avccraxcdesj/{lig.in).Soieulyot=  les  coordonnées 
[  de  l'élément  (/F  par  rapport  aux  axes  ^S::,  ii  et  >'  les  distances 
I  do  cet  élément^  l'axe  A  A  et  \  une  droite  perpendiculaire  à 
I  A-^.  passant  par  S.  (non  tracée  dans  la  ligure). 
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Ona  : 

u  =  y  cos  01  +  z  sin  a 
w  ^  —  y  siii  tt  -+-  z  cos  a 
Soit  U  le  moment  d'inertie  relatif  à  AA,  il  vient  : 
la  =  Çv-  (IF=J{:  cos  a  —  y  sin  «')  dP 


ou,  en  développant: 

la  =  cos'  a  fz*  flF  H-  si rr  a  ff  rfF  —  2  sin  a  cos  a  Tf/srfF 
mais  : 
J  z*  dF  =  ïy,  moment  d'inertie  relatif  à  l'ase  desy 
I  y*  dF=  I;,  moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  des  z 
jysdF^^sy,  moment  d'inertie  composée  relatif  faySz 


la  =  Ij  cos'  a  + 1:  siu*  a  —  *,y  sin  2  a         (55) 
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Calcaloas  encore  lo  moment  d'inertie  composée  *a,  par 
définition  nous  avons  : 

♦«  =  fuv(îF=  I  (y  cosa-i-3sina)  (  —  y  sin  a  +  scosa)  rfF 

d'où,  loiiles  réductions  Taïtes  : 

*„  =    ?-=_i  sin  2  a  +  't-ïs  ces  2  x  (56) 

Les  formules  (53)  et  (56)  permetteul  do  calculer  les  moments 
d'inertie  pour  n'importe  quel  axe,  sitôt  que  l'on  connaît  les 
moments  d'inertie  relatifs  à  deux  axes  perpendiculaires  quel- 
conques. 

SH.  Axe*  prliipipnax  et  nionieala  principnux  d'iaer- 
tle.  — Clierclioiia  mainteriaul  les  vali^urs  de  xpuur  lesquelles 
la  devient  an  maximum  ou  un  minimum.  Si  l'on  dérive 
la  par  rapport  à  a,  il  vient  : 

^=  — 2ly  cos«sîn*4-2lîsin  a  cos  »  —  2  *yi  cos2  a 
=  (Is  —  h)  ain  2  «  —  2  1<yt  cos  2  a 
=  —  2  *«  ' 
Cette  expression  doit  s'annuler  lorsque  I,i  est  maximum  ou 
minimum.  On  a  par  suite  : 

I U  —  Ij)  sin  2  a  -  2  L-os  2  ti  *y=  --  o 
d'oii  : 

Il  existe  toujours  deux  angles  compris  entre  o  et  -  et  diffé- 
rant entre  euxd'nti  angle  droit  quisalisfonlà  cellerelalion.En 

I.  On  peut  donc  formuler  le  théorôme  :  ta  ilérivÉe  du  moment  d'Inertie 
i«latir&  un  axe,  prise  par  rapport  n  l'angle  que  forme  cet  axe  avec  l'axe 
ôm  y.  est  ^gale  à  —  2  fois  lo  moment  d'inertie  composée  relatif  k  t'axe  con- 
•idfréel  à  la  {wcpendiciilaire  passant  par  l'origine.  Ce  tlièorËme  permet  d'éta- 
blir facilement  plosieurs  prapriités  des  moments  d'inertie. 

'  (N.  duT.) 


tg2a  =  - 


(57) 
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formant  la  dérivée  seconde  de  la,  on  verrait  facilement  qu*à 
Tun  de  ces  angles  correspond  un  maximum  et  à  Tautre  un 
minimum.  Il  suffit  du  reste  do  prendre  garde  que  la  étant 
une  fonction  continue  de  a,  Tune  des  valeurs  correspond  né- 
cessairement à  un  maximum,  Tautre  à  un  minimum.  Les  axes 
dont  les  directions  sont  déterminées  parla  formule  (56)  portent 
le  nom  d^axes  principaux  d'inertie,  ou  simplement  d'axes  prin- 
cipaur.  Les  moments  d*inerlie  relatifs  à  ces  axes  sont  les  mo- 
ment  s  principaux  d'inertie. 

On  voit,  d*après  la  valeur  trouvée  pour  -7—,   que  le  moment 

d'inertie  composée  relatif  aux  axes  principaux  est  nul. 

Toute  figure  possède  au  moins  deux  axes  principaux.  Si 
4>jy  =  0,  les  axes  yOz  sont  eux-mêmes  les  axes  principaux.  Il 
peut  se  faire  que  tout  axe  passant  par  S'  soit  un  axe  principal, 
ceci  à  lieu  lorsque  : 


(pyg  =  0  et  I, 


I. 


En  effet,  la  fraction  de  la  formule  (57)  prend  dans  ce  cas 

la  forme  indéterminée  -.  L'équation  (56)  montre  que,  4>a  =  0 

et  (55)  que  la  est  constant.  Ce  cas  se  présente  pour  le  carré, 
pour  le  cercle  et,  en  général,  pour  tous  les  polygones  réguliers 
d*un  nombre  pair  de  côtés. 

Remarquons  que  les  formules  (55)  à  (57)  ont  été  établies 

sans  que  nous  ayons  utilisé  les  propriétés  du  centre  de  gravité^ 

elles  sont  donc  applicables,  non  seulement  aux  axes  passant 

'  par  ce  point,  mais  aux  axes  issus  d'un  point  quelconque  du 

plan. 


39  Ellipse  eeutrale  d'inertie.  —  Nous  allons  maintenant 
établir  une  représentation  graphique  des  résultats  précédents. 
Prenons  les  axes  principaux  pour  axes  de  coordonnées  '.Téqua- 
tion(55)  se  simplifie,  on  a  : 
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la  =  ly  cos'  *  +  1;  sin'  a  (58) 

Il  est  toujours  possible  de  considérer  le  quolicnt  d*un  mo- 
ment d'inertie  par  l'aire  de  la  surface  donnée  comme  le  carré 
une  certaine  longueur.  Nous  donnerons  à  cette  longueur  le 
nom  de  rayon  fie  gyration,  et  nous  la  désignerons  par  la 
lettre  /  ;  ainsi  par  exemple  : 

i.  =  'f  m 

Divisons  (58)  par  F,  nous  pourrons  écrire  : 

t^'  =  Ij,'  cos'  *  ■+■  ir'  sin'  a  (60) 

Il  semble  à  première  vue  tout  indiqué,  pour  obtenir  une 
représentation  graphique  de  /«  en  fonction  de  a.,  de  porter  à 
une  certaine  échelle  une  longueur  égale  k  la  dans  la  direction 
donnée  et  de  considérer  le  lieu  géométrique  des  extrémités  des 
vecteurs  ainsi  déterminés.  Ce  serait  toutefois  peu  commode, 
car  la  courbe  obtenue  serait  du  4'  degré.  11  est  facile  d'arriver 
à  une  représentation  graphique  plus  simple,  en  portant  sur 
chaque  ase  une  longueur  inversement  proportionnelle  à  ta, 

Formons  l'expression  : 

cl  substituons  aux  différents^  deréquation(CO],  lus  longueurs 
T  correspondantes,  il  vient  : 


=(^'y+c-^")'     '»^) 


C'est  là  l'équation  d'une  ellipse,  lieu  géométrique  des  extré- 
mités deâ  vecteurs  -:. 

Soient  (1  et  A  les  demi- axes  d'une  ellipse  (lig.  20).  Traçons  la 
tangente  TT  parallèle  à  A.\  ;  p  étant  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  l'origiiio  sur  TT,  on  démontre  en  géo- 
métrie analytique  que 

p'  =^a'  sin'  a+  h'  cos'a  (63) 
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En  comparant  avec  la  formule  (60),on  voit  quep  est  égal  au 
rayon  de  gyralïon  relatif  à  l'axe  AA,  si  on  l'a  ii=aci  l^  =é. 
Ou  reconnaît  d'aulre  part,  que  ce  sont  précisément  là  les 
valeurs  que  fournil  la  formule  (61)  pour  les  demi-axes  de 
l'ellipsefea).  L'ellipse  ainsi  déterminée  porte  le  nom  d'eliipse 
d'inertie.  On  remarque  que,  dans  cet  article,  nous  n'avons 
pas  fait   usage  des  propriétés  du   centre  de  gravité,  les  ré- 
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Fig.  20. 

sultats  sont  donc  applicables  i  un  point  quelconque  du  plan  de 
la  surface  considérée.  L'ellipse  d'inertie  relative  au  centre  de 
gravité  porte  ie  nom  d'e/lipse  centrale  d'inertie  ou  simplement 
d'e/lipse  centrale. 

Nous  pouvons  arriver  aux  résultais  précédents  sans  faire 
usage  de  la  propriété,  représentée  par  la  formule  (63).  Considé- 
rons &  cel  effet  l'ellipse  d'inerlie  comme  projection  d'un  cercle. 
Traçons  tous  les  carrés  circonscrits  au  cercle  :  les  parallélo- 
grammes circonscrits  à  l'ellipso,  qui  sont  les  projections  de  ces 
carrés,  auront  tous  la  mi'nio  aire,  les  carrés  circonscrits  au 
cercle  étant  tons  i-panx. 

Nous  pouvons  (hinc  iTrire  : 

p-=  constante  =  tj  tj 
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L'ellipse  centrale  élant  doiinép.  on  IrouvG  lo  rayon  de  gyra- 
lion  relatif  à  un  axe  ilonoé.  on  mesurant  la  dislance  du  centre 
de  l'ellipse  à  la  tajigeiite  à  l'ellipse  purallèle  à  la  direction 
donnée.  On  n'a  besoin  d'aucun  calcul,  ce  qui  n'est  pus  le 
cas  si  l'on  part  du  vecteur  ■:,  déterminé  par  l'ellipse  sur  l'axe 
considéré. 

Indiquons  encore  comment  on  obtient,  le  plus  rapidement 
possible,  l'ellipse  centrale.  Si  la  surface  possède  un  axe  de 
symétrie,  la  direction  des  axes  principaux  est  connue  ;  il 
sofBl  de  calculer  les  moments  d'inertie  et  les  rayons  de  gyra- 
lions  relatifs  à  ces  ascs.  Si  les  axes  principaux  ne  sont  pas 
connus,  on  pourra  par  exemple  calculer  les  moments  d'inertie 
et  les  rayons  de  gyrations  relatifs  k  trois  axes  passant  par  le 
coiilrc  de  gravité.  En  menant  de  chaque  côté  de  ces  axes  des 
parallèles,  fi  une  distance  égale  au  rayon  de  gyration  corres- 
pondanl,  on  obtiendra  six  tangentes  à  l'ellipse  ;  au  moyen  du 
Uiéorëme  de  Briancbon,  on  en  déterminera  ensuite  d'autres,  en 
nombre  suffisant,  pour  pouvoir  tracer  l'ellipse  avec  l'exactitude 
désirée.  Dans  d'autres  cas,  il  sera  préférable  d'employer  la 
méthode  générale,  consistant  k  calculer  les  moments  d'inertie 
relatif  à  deux  perpendiculaires  passant  par  le  centre  de  gra- 
vilé  et  à  en  déduire  la  direction  des  axes  principaux  et  la  va- 
leurtles  moments  principaux. 


A9.  HomcmtK  d'inertie  polaire. —  Nous  nenoussommea 
occnpés  que  des  moments  d'inertie  relatifs  h  des  axes  situés 
dans  le  plan  de  la  figure  considérée.  On  peut  aussi  calculer  le 
moment  d'inertie  d'une  surface  relatif  h  un  axe  qui  coupe  le 
plan  de  la  surface  sous  un  angle  quelconque  ou  qui  lui  est 
parallèle.  Un  seul  de  cescas  jouit  d'une  certaine  importance 
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dans  la  résistance  des  malériaux  :  celui  dans  lequel  Taxe  est 
perpendiculaire  au  plan  de  la  surface  donnée. 

Le  moment  d'inertie  relatif  à  un  axe  ainsi  dirigé  s'appelle 
moment  (T inertie  polaire,  Nous  le  désignerons  par  \p.  \\  est 
défini  par  la  formule  : 


L 


rfrVF 


où  /•  désigne  la  dislance  de  l'élément  superficiel  d¥  à  l'axe  con- 
sidéré. Menonsdans  le  plan  de  la  surface  et  par  le  point  dMu- 
tersection  de  ce  plan  avec  Taxe  deux  axes  de  coordonnées, 
il  vient  : 

d'où  : 

Ip   =  Iy+I,  (64) 

Si  nous  désignons  par  Ii  et  It  les  moments  d'inertie  principaux 
relatifs  au  point  considéré,  et  en  remarquant  que  nous  n'avons 
rien  supposé  de  spécial  sur  la  direction  des  axes  de  coordon- 
nées, nous  trouvons  la  relation  : 

c'est-à-dire  ;  La  somme  des  montants  d'inertie  relatifs  à  deux 
axes  perpendicnlaires  quelconques  menés  par  un  point  donné 
est  constante  et  égale  au  moment  d'inertie  polaire  relatif  à  Vaxe 
passant  par  le  point  considéré, 

41.  Kiraluatioii  des  moitieiitfi  d'inertie  à  l'aide  d'au 
d-un  piauiinètre.  —  Il  n'existe  certainement  pas  d'autre 
sujet,  en  mécanique  technique,  sur  lequel  il  ait  été  autant 
publié  de  travaux  que  sur  la  théorie  des  moments  d'inertie  et 
des  régions  centrales.  Les  méthodes  d'évaluation  des  moments 
d'inertie,  en  particulier,  sont  innombrables.  Il  nous  serait  im- 
possible de  toutes  les  indiquer  ici  ;  ce  n'est  du  reste  pas  néces- 
saire, pas  plus  qu'il  ne  l'est  de  donner  dans  un  traité  degéomé- 


\ 
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Irîe,  loulits  les  démonslralions  du  lliéorii'me  »ie  Pjlliagoro.  l-es 
métUudes  graphiques  sont  du  reslo  du  domaine  do  la  slaliqiic 
grnpliique.  moniiniioiis  en  passanl  colle  di-  Culniarin  cl  celle 
do  Mulir,  la  plus  tiléj^anle  de  toutes  (voir  noie  1). 

Nous  ferons  remarquer,  qu'on  principe,  la  dêlemiinalion  du 
moment  d'inertie  d'une  surrace  ne  saurait  présenler  do  difli- 
culli's.  Il  est  loiijonrs  possible  de  se  tirer  d'embarras  en 
décomposant  la  surface  donnée  on  une  st-'ricde  biuidcs  étroites, 

I  au  moyen  de  parallèles  à  l'axe  relativemonl  auquel  nn  veut 
déterminer  Iq  moment  el  en  envisageant  ces  bandes  snit 
comme  dus  rectangles,  soit  comme  des  trapèzes.  Bn  prenant 
des  bandes  assez  étroites,  on  obtiendra  toujours  une  exactitude 

I  sufQsaiitc  pour  les  calculs  pratiques  de  Résistance  des  maté- 

[  riaux. 

Nous  exposerons  dans  ce  qui  suit  le  principe  sur  lequel 

I  repose  la  construction  du  ;j/rt«iw)f^//'''  if'Amsler,  appareil  des- 

I  iiné   à  l'évaluation    mécanicjne   des   moments   d'inertie.  Soit 


V\g.  SI. 


I  (fig.  2l)  AA  l'axe  relativement  auquel  il  s'agit  de  déterminer 
'  1*  moraonl  d'inertie  de  la  surface  donnée.  Formons  d'abord 

le  moment  d'inertie  de   l'élément  superliciel   indiqué   dans  la 

fîjtruro  an  moyen  de  hachures,  nous  aurons  : 


A/;jWy  = 


'J=-~. 


Mi['|i(>Miiis  mainleiiaiit  qu'une  lige  de  longueur  /  se  meuve 


•  - 
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de  telle  sorte  que  l'exlrèmité  \i  décrive  le  contour  de  la  surface 
tandis  que  l'autre  C  glisse  le  long  de  Taxe  AA. 
Nous  avons  : 

M  =  /  sin  o 

et  pur  suite,  pour  le  monienl  d'inertie  de  la  surface  entière  : 

/'  r 
I  =  -  J  sin'çrfy 

en  tenant  compte  de  la  formule  : 

.   -            3  sin  Q»  —  sin  3  0» 
sin'  cp  = 

nous  pouvons  écrire  : 

[if  l*    C 

I  =  -    /  sin  cp^/©  —  "^   /  sin  3<prfcp 

La  tige  BC  est  pourvue  d'une  roulette  R,  qui  roule  sur  le 
papier,  lorsque  le  point  B  décrit  le  contour  de  la  surface  don- 
née. Un  vernier  permet  de  lire  exactement  la  quantité  dont 
cette  roulette  a  tourné.  La  rotation  qu'eiïeclue  R  pendant  que 
B  parcourt  un  élément  du  contour  considéré,  peut  se  décompo- 
ser en  deux  parties:  Tune  correspondant  à  la  projection  hori- 
zontale de  Télément,  l'autre  à  la  projection  verticale.  Suppo- 
sons que  nous  partions  d'un  des  points  situés  sur  l'axe  AA, 
pour  parcourir  le  contour  ;  la  tige  BC  sera  donc  à  Torigine 
horizontale,  lorsque  nous  arrivons  à  Tautre  des  points  du 
contour  situé  sur  AA,  la  tige  reprend  la  même  position  ;  le 
chemin  décrit  dans  le  sens  vertical  par  B  est  nul,  donc  les 
rotations  de  la  roulette  qui  correspondent  aux  projections  ver- 
ticales des  éléments  de  la  partie  du  contour  située  d'un  même 
côté  de  A  A,  se  compensent. 

11  suffit  par  suite  de  considérer  les  rotations  dues  aux  pro- 
jections horizontales  des  éléments  au  chemin  de  B.  Pour  l'élé- 
ment du  contour  considéré  dans  la  figure,  cette  projection 
horizontale  est^;;.  11  est  d'autre  part  bien  évident  que  la  rou- 
lette R  n'etlectue  aucune  rotation  lorsque  la  tige  se  déplace 
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dans  sa  propre  liireclioii:  Jonc,  lorsque  B  se  déplaci^  de  dz 
iUtut  Itt  sens  horizontal,  la  roulelle  tourne  dans  une  direction 
perpendiculaire  à  la  lige  BC  d'un  angle  proportionnel  K 
lis  sin  f.  Ainsi,  lorsque  11  aura  parcouru  la  partie  du  contour 
située  au-dessus  do  l'axe  AA,  par  exemple,  l'ang-lc  dont  aura 
loumif  la  roulotte  II  sera  proportionnel  à 

Nous  pouvons  ri'péter  les  mêmes  raisonnements  à  la  partie 
da  contour  située  en  dessous  de  AA,  en  remarquant  toutefois, 
que  les  deux  facteurs  du  produits  ^2 sin -^  changent  de  signe,  de 
[  sorte  (jue  le  produit  lui-môme  conserve  le  même  signe  que 
t  précédemment.  Les  rotations  de  la  roulette  déterminées  par 
I  Ï6»  déplacements  horizontaux  no  se  compcnseul  donc  pas 
l  comoiv  celleg  dues  aux  déplacements  verticaux  de  la  pointe  B. 
L'angle  total  dont  a  tourné  la  roulette  R,  est  par  suite  une 
I  mesure  pour  l'intégrale  /  sin  fih,  étendue  à  tout  le  contour 
I  donné.  Un  voit  donc  qu'il  suffît  de  décrire  une  fois  avec  la 
I  pointe  D  le  contour  de  la  surface  donni^e,  pour  obtenir,  abstrac- 
I  tîoQ  faitcd'un  facteur  constant  dépendant  de  la  construction 
I  de  l'inslrumont,  le  premier  terme  de  l'expression  de  1.  Le  se- 
I  coD(i  terme  de  cette  expression  est  exactement  de  la  même 
I  forme  que  le  premier,  seul  l'angle  cp  est  remplacé  par  l'anglo 
I  3  ip.  Il  est  facile  d'obtenir  lu  valeur  de  celle  inli^grale  en  ajou- 
I  taal  à  l'instrument  une  seconde  roulette,  tournant  autour  d'un 
I  lue,  dont  les  coussinets  sont  reliés  à  la  tige  B(^  par  un  pignon 
I  ul  uue  roue  dentée  tels,  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires 
I  (les  deux  tiges  soit  égal  k  1  :  1:1.  L'axe  de  rotation  de  cette  rou- 
I  lolt»,  qui  se  meut  sur  le  papier  comme  la  roulette  R,  forme  à 
I  chaque  instant  l'angle  3  e  avec  AA  ;  l'angle  dont  elle  tourne 
I  en  tout,  est  par  suite  proportionnel  au  second  terme  de  l'ex- 
I  pression  de  i.  Nous  avons  doue  tinalemeni  pour  I  l'expression  : 

!=ar,  —  pr, 
I  au  z  et  ^  désignent  deux  constantes  de  riuslrument,  délor- 


minées  c'\pét'îiti(<tilalL-nK'nl  el  r,  et  /-,'  '<^s  lectures  rttUos  aux.| 
roulottes. 

Le  iilanimètre  d'Amsler  est  muni  encore  d'une  iroisifemaj 
ninletle,  iiiii  pormet  d'évaliiorle  moment  viatique  d'uuo  &iir-4 
fii€L'  n-lalif  a  im  axe  AA, 
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Le  cns  générai  de  la  tlexion  simjdcscpriîscnlc  hvstjue  le  plat 
delà  flexion  dp  conlifuf  pos  l'axe  principal  liex  .Kecttom  tran*'\ 
Vfrsnlex. 

La  pit-ce   prisiiialii|uo  est  faussée.  Si  les  forces  exlérif^an 
sont  situées  dans  un  mémo  plan,  nous  les  décomposerons cha<4 
cuno  eu  deux  composantes  respectivement  parallèles  aux  ascsJ 
principaux  des  sections  iransventales,  cl  nous  réduirons  ensuile~* 
chaque  système  du  composantes  à  un  couple  fléchissant  dont  , 
le  plan  contiendra  un  axe  principal.  Si,  au  contraire, les  forces 
extérieures  sont  situées  dans  des  plans  (IttTérenls,  nous  les 
réduirons  à  un  couple  résultant  que  nous  décomposerons  en* 
suite  en  deux  couples  dont  les  plans  passent  rcspectivemont 
par  l'un  et  par  l'autre  des  axes  principaux.  Soit  a  l'angle  formé  j 
par  le  plan  du  couple  fléchissant  M  avec  l'un  des  axes  princi-J^ 
pans,  les  moments   des  couples  composants  sont    Mcosae 
M  sinx.  Nous  pouvons  calculer  rinleusité  des  actions  molâcif 
laires  développées  par  chacun  d'eux  au  moyen  des  formule! 
(19)  ou  (51),  qui  sont  applicables  ici  à  chacun  des  couples  com- 
pnsanls,  puisqu'ils  passent  chacun  par  un  axe  principal.  Nous 
obtiendrons  l'inlonsité  des  actions  moléculaires  qui  agissent 
réellement  dans  la  section,  en  formant  la  somme  algébrique 
des  actions  produites  pur  chaque  couple. 
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Un  simple  raison  nome  ni  indique  ensuite  en  quel  point  de  la 

I  section  l'intensité  R  dos  actions  moléculaires  est  niaxiiniini. 

Pnur  démontrer  l'oxaclitiidi!  de  la  formuletCSj,  nous  pouvons 

soil  Dfitis  baser  sur  le  principe  de  superposition,  soit  remar- 
I  querf][ie  la  répartilion  des  notions  moléculaires  représentée 
I  par  (65)  est  linéaire,  cl  que  par  suite  ÎI  y  a  certainemeut 
I  équilibre  entre  les  forces  extérieures  cl  les  forces  intérieures. 
I  Ot  équilibre  n'est  en  elTcl  possildo  que  pour  une  rt^partitîoD 
^  linéaire  unique  et  bien  rtélemiinée  des  acLiuns  moléculaires  : 

la  ilirGction  de  l'axe  neutre  détermine  sans  ambiguile  le  plan 
I  du  couple  résultant  des  actions  moléculaires,  et  l'intensilé  de 

CCS  actions  a  une  dislance  donnée  de  l'axe  neutre  délermine  à 

son  tour  la  grandeur  du  moment  de  ce  couple. 

Si  la  loi  de  superposition  n'est  pas  applicable  à  la  matière 
I  dont  est  formée  la  pif.>cc  considérée,  la  prcmii^rc  justiBcation 
I  n'est  plus  utilisable  ;  la  seconde  du  reste  ne  l'est  pas  davau- 
I  tage,  car  dans  ce  cas  la  répartition  linéaire  des  actions  molé- 
I  oulaîres  est  très  problématique,  Il  ne  faut  alors  plus  compter 

sur  l'esactitude  de  la  formule  ((IS),  elle  peut  au  contraire 
I  fournir  des  résultats  très  différents  de  la  réalité. 


4a  Applicalion.  CmIcuI  de*  dimmsiona  d'ane  panne 

I   de  loiture.  —  Ap|iliquons  la  formule  |()5)  à  un  exemple  slm- 

I  pie,  savoir  au  calcul  d'une    panne  de   toiture.   INous    avons 

afEure  là,  b.  une  poutre  placée  de  telle  sorte  que  les  calés  de 

I  la  section  transversale  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  à 

la  pente  du  toit,  tandis  que  les  forces  extérieures  sont  situées 

'  dans  un  plan  vertical.   Supposons  ces  forces  {y  compris  le 

poids  propre)  uniformément  réparties  sur  la  longueur /de  la 

poulre.  Le  moment  lléchissanl  maximum  se  produit  au  milieu 

du  la  pièce  ;  il  est  égal,  comme  un  trouve  facilement,  à  : 
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Q  désignant  la  charge  totale  (1(3  la  pièce  de  bois.  Le  plan 
de  ce  couple  est  vertical,  il  forme  donc  les  angles  «et  >  —  a 

Z 

avec  les  axes  principaux  de  la  section,  les  moments  des  cou- 
ples composants  sont  indiqués  dans  la  figure.  Pour  le  momeul 
d'inertie  d'un  rectangle,  nous  trouvons  : 


4-^ 


et  pour  le  moment  de  résistance  : 

-       fi 

les  moments  relatifs  à  Taxe  s'obtiennent  en  permutant  A  et  h 

dans  les  formules.  Les  axes  y.z 
partagent  la  section  transversale 
en  4  rectangles.  On  reconnaît 
immédiatement  que  dans  deux 
de  ceux-ci  les  actions  molécu- 
laires développées  par  chacun  des 
couples  fléchissants  sont  de  signes 
contraires  et  par  suite  se  compen- 
sent en  partie,  tandis  que  dans  les 
deux  autres,  ces  actions  sont  de 
même  signe  et  s'ajoutent.  On 
p.     22  voit  ainsi  que  le  plus  grand  tra- 

vail de  compression  se  produit  en 
A  et  le  plus  grand  travail  d'extension  en  B,  ces  deux  tra- 
vaux étant  égaux  en  valeur  absolue.  On  trouve  pour  ce  travail 
maximum  : 
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-^         M  cos  a         M  sin  a 

y 

i)  M  cos  «        G    M  sin  a 

la  projection  horizontale  tde  la  section  est  égale  à  : 

c  =  6  cos  a  +  A  sin  a 
d'où  : 

Si  nous  faisons  a  =  o,  nous  retombons  sur  la  formule  ordi- 
naire de  la  flexion. 


§S 


FLEXION  D'UN  PRISME  DROIT 
SOUS  L'INFLUENCE  D'UNE  FORCE  PARALLÈLE 

A  L'AXE  LONGITUDINAL 


44.  Calcul  «les  aetious  moléculaires  développées 
dans  une  section  transversale  quelconque.  Région 
centrale  d'une  surface.  —  Admettons  ques  les  forces 
extérieures  agissant  sur  la  partie  du  prisme  considérée  se 
réduisent  à  une  résultante  unique,  paiallèle  à  Taxe  longitu- 
dinal. 

C'ost  là  un  cas  de  résistance  composée.  En  eflet,  nous  pou- 
vons remplacer  la  résultante  des  forces  extérieures  par  une 
force  égale  et  de  même  signe  coïncidant  en  direction  avec 
Taxe  longitudinal  et  par  un  couple  dont  le  plan  passe  par  Taxe 
da  prisme.  Nous  décomposerons  ce  couple  en  deux  autres 
agissant  dans  des  plans  passant  par  les  axes  principaux  de  la 
section  transversale. 
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CHAPITUK  III 


Considérons  Tellipse  cenirale  de  la  section  transversale 
(dans  la  lig.  23  on  n'a  tracé  que  celle  ellipse,  la  forme  de  la 
section  n^intervenant  pas  autrement  dans  le  calcul). 

Soient  A  le  point  d'application  de  la  résultante  P  des  forces 


¥\^.  23 


extérieures,  u  et  v  les  coordonnées  de  ce  point  ;  soient  encore 
f/F  un  élément  de  surface  de  la  section,  xei  y  ses  coordon- 
nées ;  l'inlensité  de  l'action  moléculaire  normale  développée 
en  ce  point  est  donnée  par  la  formule  : 

P       Pi?  Pu 

Le  premier  terme  de  celte  expression  représente  l'intensité 
des  actions  normales  développées  par  l'effort  normal,  les  deux 
autres  termes  donnent  les  intensités  des  actions  développées 
par  les  deux  couples  fléchissants.  En  introduisant  les  demi- 
axes  a  et  6  de  l'ellipse  centrale,  on  pourra  écrire  : 


«=10  +F+f  ) 


(61) 


Cette  expression  doit  s'annuler  pour  les  points  de  l'axe  neu- 
tre de  la  section  transversale  ;  nous  obtenons  donc  pour  équa- 
tion de  cet  axe  : 


rr 


(68) 
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X  cl  y  <5taiit  les  coorJontiées  courantes.  C'est  là  l'éqaalion 
d'une  droile  (il  no  saurait  eu  èlre  autrement,  du  reste,  l'oppres- 
sion posii^K  |)our  R  lo  supposant  implicitement). 

L'équation  (68)  fait  correspondre  à  chaque  point  u,  v  du 
plan  une  droile  déterminée  ;  étudions  la  nature  de  cette  rela- 
tion. 

Supposons  d'abord  le  point  A  situé  sur  l'ellipse  centrait»  ;  /, 
et  ^  désignant  les  coordonnées  d'un  point  île  celle-ci,  nous 
avons  la  relation  : 


^1 


(69) 


Si  l'on  fait  u  =  y,  et  t"  =5,  l'équation  (68)  est  satisfaite  si  l'on 
prend  y  =  —  r;  el  ;  ^=  —  É  ;  on  reconnait  iju'elle  est  iden- 
tique à  l'équation  (69).  Donc,  dans  ce  cas,  l'axe  neutre  passe 
par  le  point  de  l'ellipse  diamétralement  opposé  au  point  con- 
sidéré; de  pins,  cet  axe  est  langent  à  l'eltipse  :  en  eiïel,  en 
dérivant  les  équations  (68)  et  (69),  il  vient  : 


7'  +  l 


Ces  deux  expressions  soiil  identiques 
|3=— Ç,  donc: 


L'axe  neutre  cal,  dans  ce  cas  partirulior,  une  lang:enle  à  l'el- 

rpse  ceniraie;  sa  position  est  donc  roniplëtemenl  di^termiiiée. 

I  Adilielloris  maintenant  que  le  point  A  se  déplace  le  long  d'une 

I  droil«  passant  par  le  contre  do  gravité,  n  cl  v  varient  dans  le 


I  ddplace  paraltêloment  à  Itii-mème.  Plus  lo  point  d'application 
PA  de  la  résultante  se  rapproche  du  ccnlre  d>.>  jjravilû,  plus 
[  Vase  iicnire  s'en    éloiffiif,  et  cola  de   Iflli-  fariin  'pm  le  pro- 
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(liiil  des  distances  du  poinlol  do  l'axe  neiilre  au  cenire  do  gra- 
vité demeure  constant.  Lorsque  Taxe  neutre  coupe  Tellipse 
centrale,  le  point  A  est  situé  i\  l'extérieur  de  Tellipse  et  vice 
versa.  Si  le  point  A  s'éloigne  tï  l'infini,  Taxe  neutre  passe  par 
le  centre  de  gravité,  ce  qui  est  naturel  car  ce  cas  n'est  autre 
que  celui  de  la  flexion  simple  :  une  force  infiniment  petite  dont 
le  point  d'application  est  à  Tinfini  produit  un  moment  fléchis- 
sant fini,  tandis  que  Tetfort  normal,  égal  en  grandeur  à  la 
force,  est  négligeable.  Si  inversement  le  point  d'application  A 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité,  l'axe  neutre  est  situé  à  Tin- 
fini,  les  actions  moléculaires  sont  réparties  uniformément  sur 
la  section,  et  nous  retombons  sur  le  travail  à  Textension  ou  à 
la  compression  d'un  prisme  droit. 

Faisons  décrire  au  point  A  une  droite  quelconque  :  à  chaque 
position  de  A  correspond  un  axe  bien  neutre  déterminé  ; 
recherchons  comment  cet  axe  varie  lorsque  A  décrit  la  droite 
donnée.  Soit  : 

l'équalion  de  celle-ci,  a  et  p  désignant  deux  constantes   arbi- 
traires. Soient  //,,  r,  et  //j,  r,  les  coordonnées  de  deux  points 
quelconques  de  cette  droilfc  et  proposons- nous  de  déterminer 
rinlerseclion  des  axes  neutres  relatifs  à  ces  points. 
Les  équations  de  ces  axes  sont  : 

^+-(a^/.  +  ?)  =-\ 

d^où  résulte  pour  les  coordonnées  du  point  d'intersection 
cherché  : 

.y=a»J        .  =  -^'  (70) 

Les  coordonnées  w,,  i\  et  /^,,  v^  des  deux  points  arbitraire- 
ment choisis  neiigurent  pas  dans  ces  expressions.  Donc  iors- 
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que  h  point  A  Hêerit  itnn  droite,  i'n.r.e  neutre  correspondant 
tourne  aufunrd'un  point  déterminé  correapondatU  à  la  droite 
décrite  par  A.  Si  le  point  A  coïncide  avec  co  poiiit  donl  les 
coortionnée»  sont  : 


on  trouve,  en  snhslidittnt  duns  (68),  pour  équation  de  l'axe 
netitrtt  corrcspondanL  : 

c'esL  précisémenl  \k  rê<]ualioii  de  la  droite  décrite  par  A. 

Nous  avons  donc  ici  des  propriétés  absolument  analogues  à 
cellos  dcspAlos  et  polaires  dans  la  çéomélrir}  des  sections  coni- 
(]nes.  La  seule  dilTwrence  eal  que  dans  le  cas  présent,  le  point 
correspondant  a  une  langenle  b.  ta  conique  n'esl  pas  le  point 
de  eontacl,  mais  lu  point  de  l'ellipse  diamétralement  opposé; 
de  mAme  pour  lui  point  ou  une  droite  quelconque.  Nous 
appelons  ici  les  pointa  et  droites  correspondants,  antipâlei  et 
antipotttirex. 

Le«  rosdilats  précédentspeuveni  se  Tormulerainsi  : 
1*)  L'axe  neutre  correspondant  lï  un  point  de  la  section  pris 
oommu  poîdl  d'upplicatlon  de  la  résultante  dos  forces  exté- 
rieure» est  l'antijinlaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'ellipse  cen- 
irtlo.  De  li<  résulte  la  propriété  corrélative  :  Le  point  d'appli- 
cation de  la  charge  correspondant  à  un  axe  noulre  quelcon- 
I  qiw  est  l'aiilipAle  do  cet  axe  par  rapport  à  l'ellipse  centrale  ; 

2')  Si  le   point   d'application  de  la  force  décrit  une  droite, 

I  l'axo  neutre  tourix;  autour  de  l'anti^iôle  de  la  droite  :  inverse- 

I  iiiAdI,  si  l'axe  neutre  tourne  autour  d'un  point  lîxe,  le  point 

I  d'application  de  la  force  se  déplace  le  long  de  l'autipolaire  du 

poiot  considéré  ; 

3")  Si  le  point  d'application  décrit  une  courbe  du  second 
àt^rét  le»  axes  neutres  correspondants  enveloppent  une  autre 
cooiqoe. 

Danalcs  applicalinnsdes  théorèmes  précédents,  ilestindif- 
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férciiL  que  l'axe  iioulre  coupt-  ou  non  la  siirfactï  (inmiée.  S'îll 
ne  la  coupe  p&s,  les  actions  moléculaires  développées  dans  lu  1 
section  sont  toutes  do  m^mt-  si^ne.  Si  Ion  lieiil  compte  do  1 
celle  reman[up,  il    est    facile  de   résouiIiL'  le  prolilème  sui- 
vant :  dêlerminiT  le  lieu  des  points  da|>[iIicnlion  de  la  résut^ 
lanlc  des  forces  ejLlérietires  pour  lesquels  les  actions  molécu- 
laires développées  dans  la  section    soient  touteB  de  mècnel 
signe.  Ces  points  d'applicalînn  sont  KÎlués  h  l'intérietir  d'uiip 
certaine   région  (jne  nous  nommerons  r^ijion  ceiilra/f  de  lu 
section  donnée.  Le  contour  fermé  qui  lirailo  celle  région  esl 
/e  lien  ffi^oinf-lriiftie  'if-   aiitifxVes  ih  toutP.i  Ifs  tnngfiitrs  (iti 
contour  t/e  la  xvctiou  tluitnêe,  vl  plus  généralement  de  tûnlcs 
les  droites  qui  ont  un  poînl  commun  avec  c«  contour  et  qui 
ue  coupent  pas  la  surface.  Eu  elîel.  l'anlipolairc  de  loul  poiul 
situé   h   rinlérieur  <lc   ta  région  limitée   ne   coupera  pas   la 
surface  :  les  actions   moléculaire  .s   développées  dans  la  sec- 
tion seront    de  môme   signe  :  ceci  est  encore  vrai  à  la  limite 
pour  un  poiul  du  coiilour  de  la  région  centrale,  puisque  aux 
points  de  ce  contour  ne  coi'respondonl  que  des  droilepqui  ne 
coupent  pas  la  surface. 

La  considération  de  la  région  centrale  ri'uno  surface  donnée 
est  on  particulier  utile  dans  l'étude  de  lastalnlilé  îles   inaijon- 
iicries.  L'espérience démontrant  que  la  maçonnerie  ne  présente 
qu'une  fnible  résistance  k  l'extension,  on  pose  en  général  la 
condition  que  lu  point  d'application  de  la  charge  transmise 
par  une  section  transversale  soit  si  lue  à  l'intérieur  de  la  région 
centrale  de  la  section  considérée,  afin  que  lo  long  de  celle-ci  )a  ■ 
maçonnerie  ne  travaille  qu'à  lu  compression.  Ceci  suppose, 
comme  loiil  ce  qui  précède,  une  répartition  linéaire  îles  actions 
moléculaires.  Or  on  peut  avoir  des  doutes  sur  l'exactilado 
cettu  liypotliijsc  pour  de  la  n)açonnerie,  laquelle  no  satisfait 
certainement  pas  à  ta  loi  de  Ilooke.  Jusqu'à  présent,  cepondanL,  J 
cette  règle  s'esl  toujours  confirmée  ;  il  n'y  a  donc  pas  Heu  dea 
se  méfier  de  son  application.   Il  convient  toutefois  de  ne  pftsi 
perdre  de  vue    la  hase  hypothétique  sur  laquelle  elle  repose.j 
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aliii  de  ne  pas  trop  présumer  des  résultats  Ihéoricjuos  qui  en 
découlent. 

46.  Applieations.  —  lirgion  contralo  d'un  rectangle. 
Soient  «  et  A  les  côtés  du  rectangle  ;  le  moment  d*inertie  princi- 
pal relatifà  Taxe  parallèle  au  côlért  est,  comme  nous  lavons  vu 

Ti" 
le  rayon  de  gyralion  correspondant  est  donc  égal  à  : 

—  =  0,2887 /> 

Les  quantités  relatives  à  Tautre  axe  principal  s'obtiennent 
en  permutant  a  et  b.  Les  axes  de  ^ellipse  centrale  sont  ainsi 


déterminés,  il  est  possible  de  construire  celle-ci.  L'ensemble 
"®^  tangentes  qui  ne  coupent  pas  la  surface  est  formé  ici  des  4 
^^lés  jJq   rectangle  et  de  toutes  les  droites  passant  par  les 


■''-V^J 
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anglos  (lu  rectang-le  sans  lo  coiipor.  On  passe  donc  d^in  côlé 
au  suivant  en  faisant  tourner  la  tangente  autour  du  sommet 
commun  ;  or  ou  sail  que,  dans  ce  cas,  l^antipôle  décrit  une 
droite,  savoir  l^antipôle  du  sommet  considéré  ;  la  région  cen- 
trale d^un  rectangle  est  par  suite  un  quadrilatère.  Par  raison 
de  symélrie,  on  voit  immédiatement  que  ce  quadrilatère  est 
un  losange.  Il  suffît  d'en  déterminer  les  sommets,  situés  sur 
les  axes  principaux.  L'antipùle  du  côté  aa  est  le  point  A.  On 
sait  que  le  produit  des  distances  de  Taxe  et  de  son  antipôle 
au  centre  de  gravité  de  la  figure  est  constant  et  égal  au  carré 
du  demi-diamètre  de  IVllipse  conjugué  à  la  direction  consi- 
dérée. On  a  donc  ici  : 

b  _h^ 

*f  ■ 

() 

Chaque  diagonale  du  losange  est  donc  égale  au  tiers  du  côté 
du  rectangle,  qui  lui  est  parallèle.  De  là  la  règle  que  dans  les 
piles  en  maçonnerie,  le  point  d'application  de  la  charge  soit 
situé  à  rintérieur  du  tiers  moyen  du  joint,  supposé,  naturelle- 
ment, que  le  point  d  application  soit  contenu  dans  un  des 
plans  de  symétrie  de  la  pile. 

La  région  centrale  (V un  cercle  est  elle-même  un  cercle.  Cal- 
culons d'abord  le  moment  d'inertie  polaire  du  cercle  par  rap- 
port au  centre.  Soit  a  le  rayon  du  cercle  ;  nous  décomposons 
l'aire  en  anneaux  de  largeur  infiniment  petite  ;  tous  les  points 
d'un  tel  anneau  étant  équidistants  du  centre^  nous  pouvons 
le  prendre  comme  élément  superficiel  du  cercle,  et  par  suite 
écrire  : 


■■£ 


Les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  issus  du  centre 
sont  évidemment  égaux  entre  eux  ;  donc,  en  vertu  de  la  for- 
mule (64),  on  trouve  pour  ces  moments  la  valeur  : 
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et  pourie  rayon  de  gyralion  : 

'  =  i 

de  là  nous  tirons,  comme  plus  liaul,  pour  le  rayonz  de  la 
région  centrale: 


Région  centrale  d'une  aire  elliptique.  Le  plus  simple  est  de 
cousidérer  l'ellipse  comme  projection  d'une  circonférence. 
SoionI  a  le  demi-grand  axe,  h  le  demi-petit  axe  ;  posons 
b  =a  cos  «,  «  étant  donc  l'angle  formé  par  le  plan  du  cercle 
avec  le  plan  de  projection.  Soit  la  le  moment  principal  relatif 
au  grand  axe,  nous  aurons  : 


=  fi'd?=  cos'  a  Ts.VF, 


Zt  et  (/Fi  étant  les  quantités  dont  les  projections  sont  z  el  </F  ; 
donc  : 


-/' 


zVF^cos*  "■  —r  = 


Ift  =  Ty'rfF  =  cos  a  TyiV/F, 


nous  avons  ici  simplement    cos  a  et  non  cos'  <t  comme  plus 
haut,  parce  que  y  et  ^i  sont  parallèles 


Ips  rayons  de  gyialio"^  |)riiici|>aii.v  soiil  par  suite  : 

h  n 

U^-  -        /(,  =  j 

L'ellipse  cenlraleest  doncsemblaliieà  l'ellipse  iiiuilant  l'aire  1 
donnée.  La  région  cunlralu  esl,olleuussiJimil6epar  aiid  ellipse  1 
semblable  el  sernblalikmenl  placée.  On  trouveratl,  exactement  ' 
cumnie  dans  le  cas  du  cerclo.  que  les  axes  de  celle  ellipse  sont 
égaux  au  quart  des  axes  de  l'ellipse  donnée. 


4â.  C-nleal  den  ucliun»  ninl^eiilnireM  dévrloppéeM  { 
duuH  oue  Kcetîon  Irniioverital»  «I'iin  prlame  Iraviklllant 
n  lanexion  simple,  à  l'aide  tic  la  r«iti«ti  ceiilralc  de  la 
«rcliou.  —  Mous  avons  déjà  remarqué  piécédemiiient  que  le 
travail  d'nri  prisme  à  la  llexion  simple  n'est,  après  tout,  qu'un 
cas  particulier  du  travail  d'un  prisme  soumis  à  l'influ^nco 
d'une  force  dirigée  pitrallMernenl  à  l'axe  longitudinal.  Nous 
pouvons  donc  utiliser  les  résultats  des  articles  précédents  pour 
résoudre  te  problème  traité  à  l'arliclo  12. 

Dans  la  ligure  S'),  la  section  transvernali!  est  supposée  rec- 
tangulaire pour  lixer  les  iddes  :   elle  pourrait  naturellemetlll 
avoir  une  forme  quelconque.    Soit  Bit   la  trace  du  plan  del 
llesion   sur  le  plan  de  la  section  transversale,    nous  pouvoru  \ 
envisager  le  couplu  flécliissant  comme  une  force  infiniment 
petite  appliquée  au  point  â  i'îniini  de  la  droite  OB.  L'axe  neu-  j 
tro  correspondant  NN  est  l'autipolaïro  de  ce  point  :  il  coïncidt 
donc  avec  le  diami-tre  de  l'ellipse  centrale,  conjugué  à  la  diroc-l 
lion  BB.  Ce  diami-tre  est  parallèle  k  la  laiigente  ii  l'ellipsol 
menée  au  point  d'intersection  de  BB  avec  l'ellipse.  L'intensili 
des  actions  moléculaires  normales  atteint   son  maximum  dans 
l'arèle  la  plus  éloignée  de  W\»  neutre  :  suit  r,  le  maximum  de 
celle  <listance;  pour  calculer  l'inlensitè  miixinium  B„  des  ac- 
tions moléculaires,  nous  posons  que  le  mumenl  résultant  des 
actions  moléculaires  est  égal  aii  moment  du  couple  llérbissant  J 
par  rapport  à  l'axe   ÎSN.  La  condition    que  les  actions  niolé- I 
ciilaire»  forment  un  couple  est  remplie  par  le  fail  mi^me  qn« 
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nous  avons  déterminé  la  position    exacte  de  l'axe  neutre  ;  il 
suflil  donc  de  nous  occuper  de  la  grandeur  des  nïonients.  Le 


\ 


\ 


Fig.  25 

couple  fléchissant  n*cst  pas  perpendiculaire  à  Taxe  neutre,  il 
forme  avec  NN  l'angle  a  ;  le  moment  du  couple  fléchissant  pris 
par  rapport  à  NN  ne  sera  donc  pas  M  mais  M  sin  a. 

L'intensité  de  Faction  moléculaire  développée  en  un  point 
distant  de  //  de  Taxe  neutre  est,  suivant  Thypothèse  de  Navier; 

La  condition  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures  et  les 
forces  intérieures  est  par  suite  : 


^.  ■  1 


=ï/^ 


U  étant  le  moment  d'inertie  de  la  de  la  section  relatif  à  l'axe 
NN.  Nousavons  d'autre  part,  parconstruclio»  : 

im  =  r 

ou,  en  considérant  au  lieu  de  ces  3  «quantités  leurs  projections 
sur  la  direction  perpendiculaire  à  NN  : 

,    .  .      ]> 

ff  sina,  «  =  r=  — 

F 

e  étant,  par  définition,  le  rayon  de  gyration  relatiCà  l'axe  NN. 
En  remplaçant  dans  la  condition  d'équilibre,  1,  par  sa  valeur 
tirée  de  la  relation  précédente  et  en  résolvant  par  rapport  à 
Bo  nous  obtenons  : 

II  est  possible  de  donner  à  cette  formule  une  forme  un  peu 
différenle;  en  généralisant  la  notion  de  moment  de  résistance 
introduite  d'abord  dans  la  formule  50,  nous  définirons  le  mo- 
ment de  résistance  le  produit  de  la  surface  F  par  la  longueur 
/.-.  Cette  délinilîon  nouvelle  n'est  pas  en  coiilradilioo  avec  la 
précédente,  (formule  50),  laquelle  n'élait  valable  que  si  le 
plan  de  flexion  contient  l'un  des  a:f  es  principaux  de  la  section  : 
car  on  a  dans  ce  dernier  cas  : 


%.  =  !. 


et  par  suite  : 


If,. 
En  admettant  cette   généralisation,  la  formule  (71)  peut 


B„  =  -  (72) 

Elle  est  exactinienl  do  même  forme  que  lu  formule  (51). 
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Le  chIciiI  lie  Ru ,  au  moyen  Je  colle  rolalloii,  esl  en  luï- 
mAme  beaucoup  plus  aimple  qu'en  ulilïsanl  la  formule  de  l'ar- 
ticle (iS),  à  condition  lonlefots  Ac  counallre  la  région  cen- 
Irali*  rlu  la  socliun  Iransverttale  du  prisme.  Si  les  catalogues 
des  profils  couranls  de  fers  laminés  Honnaicnl  les  dimoiisions 
do  la  région  ccnlialc,  comme  le  vœu  en  a  été  souvent  csprimt', 
il  n'est  pas  (ioniens  que  les  formules  1 71;  et  (72)  ne  devinssent 
d'an  nmploi  rréi[ueul.  Par  contre,  si  l'on  ntt  connail  pas  la 
région  centrale  de  la  section,  il  est  clair  que  la  mélhode  de 
l'article  42  est  plus  rapide. 

Il  est  aisé  aussi  de  déterminer,  à  l'aide  de  la  méthode  précé- 
dunlc,  quelle  est  la  direction  du  plan  de  flexion  BB  pour  laquelle 
te  danger  de  rupture  esl  maximum,  c'est-ft-dire  de  déterminer 
pour  quelle  direction  de  BB,  Ito  atteint  sa  plus  grande  valeur, 
le  moment  flécliisHanl  étant  supposé  donné  une  fois  pour  lou- 
les.  Ce  sera  évidemment  la  direction  de  BB  à  laquelle  cor- 
respond la  plus  petite  valeur  de  /■,  donc,  si  la  section  est  rec- 
langulaire,  la  direction  perpendiculaire  ii  l'une  des  dittgonales. 
Ce  résultai  découle  aussi  de  la  formule  (66),  dans  laquelle  la 
seule  quantité  <lépendanl  de  la  direction  du  couple  llécbissant 
est  c  (fig.  22).  Celte  longueur  atteint  précisément  sa  plus 
^ande  valeur  dans  le  cas  cité,  elle  est  alors  égale  à  la  diago- 
aalc  du  rectangle. 


§6 


dkteumimation  des  actions  moléculaires 

tangentielles  agissant  dans  un  prisme 

travaillant  a  la  flexion 


41'  Répiirlition  d^N  urliniiH  itioIccalnireM  Inngentîel- 
■«•dan*uueHL>ellu»lrHuaver»ate  rectangulaire-  —  -Vou.s 
ne  noiix  sotn/rifi  oi:cupé^  jusqii'ji:i  (jue  du  cas  de  ta  flexion 


viffi/y/r-.  l',onsi(I<^ro(is  maiulCDaiil  li;  cas  ^'endi-at  <lf^  la  f\ey 
cest-â-dirc  le  eau  uii  les  forces  e.^lérieui'Os  ag;issaiit  sur  la  par- 
lie  considérée  du  prisme  se  réduisijal  à  un  couple  flécliissanll 
de  motnenl  M  el  â  un  cfTort  Iranchant  V.  D'aprè.t  le  principe^ 
de  superposition  de  divers  étals  élastiques,  l'action  de  V  D'in- 
flué en  lien  &ur  la  répartition  Hes  actions  niolëculaîres  nor- 
males. Nous  pouvons  donc  utiliser  ici  sans  chaHg:einenl  tous 
les  l'ésuUats  précédents,  il  nous  reste  simplemenl,  h  détermi- 
ner la  répartition  des  actions  moléculaires  langcntielles  qui  se 
développent  dans  la  section  transversale  considérée,  souft  l'în-^ 
fluencc  de  l'elTort  Iranctiant  V,  La  question  est  plus  facile  àfl 
résoudre  que  celle  de  la  répartition  des  actions  normales,  cari 
cette  dernière    diHerniînc  jusqu'à  un   certain  point  celle  ilvsl 
actions  langenlielles.  En  eiïet,  ces  actions  moléculaires  iionl4 
liées  entre  elles  par  les  équations  (3)  (Chapitre  I).  Prenons  ' 
pour  axe  des  j  l'axe  longitudinal  du  prisme,  pour  axe  des  y, 
l'iulersection  do  plan  de  la  section  transversale  et  du  plan  de 
flexion  et  pour  axe  des  :,  l'axe  neutre.  La  composante  X  des 
forces  extérieures  est  nulle;  la  première  des  équations  (5)  ■ 
devient  : 


lie  plus. 


f/Ri        ffSyi        il 
<Ij:  ~^    dij   ~^~i 

S  avons  (formule  4)  : 

Sj:[,:=Sl/J,  Sîj 


=  Sx; 


Ces  relations  expriment  les  eondilions  nécessaires  que  doi- 
vent remplir,  les  efforts  de  glissement,  elles  ne  suffisent  pas4 
cependant  pour  les  déterminer  complëtemenL.  Il  faut  pour  cela 
faire  une  lijpotbf-se  plus  ou  moins  arbitraire. 

Traitons  d'abord  le  cas  où  la  spcthii  iransvermlr  est  wc-j 
Inntfiitairi'  ri  uii  te  plan  île  flt-sion  coupe  U-  plan  île  ta  sectioia 
suivant  un  an-  principal.  Il  est  alors  naturel  ilo  poser  ; 


Il  n'v  a  vu  i.-11'el  aucune   raison  d'udnieltre  IV;! 
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tioQs  moléculaires  langciitielles  perpendiculaires  au  plan  de 
flexion,  nous  savons  au  contraire  d'une  façon  cerLaine  que, 
dins  les  arêtes  parallèles  au  plan  de  flexion,  Sxgestnul,  puis- 
qu'aucune  force  exlérieure  n'agit  sur  les  faces  latérales  du 
prisme.  En  somme,  nous  admettons  que  toutes  les  couches  du 
prisme  parallèles  au  plan  de  flexion  subissent  les  mêmes 
déformations,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  répartition 
tleâ  actions  tangentiellos  cl  les  déformations  sont  indépendan- 
tes de  :.  L*équation  précédente  devient  alors  : 


dSxg 


rfRx 


Rj-  étant  déterminé  pour  cliaque  point  de  la  section  trans- 
versale, cette  relation  donne  la  répartition  des  actions  tangen- 
tîelles  dans  la  section. 


-48.  Brlntion  eulrc   le  nionipul  nécliis»aiit  H  et  l'ef- 
fort   frunchant  V,  relaiifH  «  une  mètne  iieclioH-  —    H 

I  e»t  avantageux  de  remplacer  le  raisonnement  précédent  par  un 
[  autre.  Les  équations  d'équilibre  (5)  se  rapportent  à  un  paral- 
'  lélipipêde  infiniment  petit  ;  nous  allons  appliquer  le  raisonne- 


-M-- 


m 


Fig.  36. 


meut  qui  nous  y  a  conduits  à  l'équilibre  d'une  portion  linie  du 
prisme. 

Cette  portion  est  indiquée  par  des  hactiures  dans  la  ligure 
I  <36}.   La  lig.  (27)  donne  l'cnscrabie  du  prisme   et  dos  forcrs 


extérieures  h  l'action  desquelles  il  est  loimiis.  Par  dvtttiilioaj 
nous  trouvons  pour  rcnoii 


m 


ig    tranchant  : 

V=A-SP 


Dérivons  H  par  rapport  à  Jc  ; 


et  pour  la  moment  fléchis; 
sant  : 

M=Ax  —  SP(x—p) 


Ce  calcul  suppose  toutefois  qu'en  faisant  croître  z  de  fixM 
nous  ne  dépassons  pas  le  point  d'application  d'une  force  COD-T 

centrée,  car  dans  cp  cas,  M  st-rail  bien  continu,  mais-r-par' 

contre,  éprouverait  une  discontinuité  :  celle  dérivée  passerail 
brusquement  d'une  certaine  vak'ur  k  cette  valeur  diminuée  da  I 
l'intensité  de  la  force  agissant  an  point  considéré.  Si  la  charço  1 
agissant  sur  la  pièce  est  répartie  d'une  façon  conlinne  suri 

toute  la  longueur  de  celle-ci.  —  est,  ello  aussi,  une  fonction  | 
continue  de  x. 
On  voit  donc,  eu  comparant  les  formules  précédentes  que  : 


Tr  =  V 


(73J 


la  dérivée  du  moment  fléchiKant, prise  /tar  rapport  à  rabcisseM 
d'une  section  Iramvermle  qui'lcon<jUF,  est  égate  à  (' effort  tran-\ 
chant  agissant  dans  cette  sectioi).  Oi'lte  propriété  est  absolu-] 
ment  générale,  car  V,  lui  aussi,  présente  des  discontinnitis] 
lorsque  la  section  transversale  cunsidérée passe  par  une  charge  î 
concentrée.  Il  est  encore  possible  d'établir  la  relation  (73)  do  la 
façon  suivante:  M  et  V  étant  le  niomenl  fl.^rliissnni   l't  l'efforl   I 
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lis 


tranchant  pour  une  section  donnée,  si  nous  passons  h  la  section 
voisine  distante-  île  <fx,  le  déplacement  de  V  au  centre  de  gra- 
vitf^  de  la  nouvulle  section  fait  naître  un  coupto  de  moment 
\(fx,  qui  représente  raccroisscmenl  (fil  de  M,  D'où  : 

dM  =  ydx. 

Revenons  maintenant  aux  conditions  d'équilibre  de  l'élé- 
ment  de  prisme  indiqué  dans  la  6gure  (26).  Formons  la 
somme  des  composantes  selon  l'axe  longitudinal  des  forces 
arasant  snr  cecorps  et  éifalons-la  à  o.  Nous  avons  d'abord  les 
aclions  moléculaires  normales  ag'issant  dans  les  deux  sections 
transversales.  Dans  la  section  x,  leur  intensité  R  est  (form.49): 


dans  la  section  d'abscisse  .r  +■  rfi,  elle  sera 


ni  en  sens  co 
A 
I   dR.dF  =  (fx-   I   d,j\ 


i  actions  normales  agissent  en  sens  contraire;  leur  résul- 
I  lanteest  donc 


d,jV 


I  l'intégrale  s'élendant  naturellement  à.  la  partie  hachée  delà 
I  section  transversale.  Dans  la  face  parallèle  à  l'axe  du  prisme, 
I  agissent  des  actions  tagentielles  d'intensité  Su^,  l'aire  de  celte 
f  face  est  bdd-,  et  la  résultante  de  ces  actions  est 


par  «aito,  ni 


0U8  avons 


A 


CHAPITRE  III 


d'où  nous  lirons  la  valeur  lie  Su»  et  par  suilc  celle  de  S«i 
c'esl-à-dire  la  valeur  de  l'inleiieilé  des  aciiotis  tangeotiellei 
agissant  dans  la  section  à  une  distance  ii  de  l'axe  noulre. 


A 


(") 


L'inlêgrale  n'est  autre  chose  que  le  niomenl  statique  tela-, 
lif  k  Tase  neutre  de  la  partie  de  la  section  transversale  situés! 
au-dessuade  la  droite  y  =«.  Pour  une aecf  ion  rectanguiaire  : 


/' 


../'/F  =  *  (^-ï) 


et  par  suite 


en  général,  désignons  ce  moment  statique  par  la  lettre  T: 
(74)  s'écrit  alors 


s„=4 


(7S) 


Eu   efîel,  cette   formule  n'est  pas  seulement  valable  pour  ] 
une  section  rectangulaire,  mais  encore  pour  toute  section  qni,  | 
à  l'endroit  oii  non.s  déterminons  l'intensité  des  actions  tangon- 
Uelles,    est  limitée    par  deux  droites  parallMes  eu  plan  de! 
flexion,  par  exemple  pour  une  section  double  lé. 

L'équation  (75)  montre  quo  l'intensité  Sr»  dos  actions  tan- 
gentîelles  est  nulle  dans  la  couche  de  fibres  lapins  éloignée  do  1 
l'axe  neutre,  c'est-à-dire  ft  l'endroit  où  l'inlensilt!  dos  actions  J 
normales  est  maximum.  Inversement, Sr„  atteint  sa  plus  grande  1 
valeur  le  long  de  l'axe  neutre,  soit  li'i  où  les  actions  normales  | 
sont  nulles.  Si  la  section  est  reclangidaire,  on  voit  que  Sn  est  I 
une  fonction  du  second  degré  eu  u,    en  portant   en  chaque 
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point  (le  la  section  sur  un  vecteur  perpendiculaire  à  celle-ci 
une  longueur  proportionnelle  à  la  valeur  correspondanle  de 
Sj-M,  le  lieu  des  exirémilés  de  r,es  vecteurs  serait  un  cyliiiJre 
parabulii]ne. 

Les  actions  moléculaires  tangenltelles   no  oonl    donc  pas 
réparties  linéairement  sur  la  section  comme  les  actions  nor- 


49.  Réparlltiou  ■!««    HcliaHa   molécnlairca    tancen* 
lielle»   pauF    «l'autreB   furtnes   de    Mecllon    trunsver- 

Mkle.  —  Nous  exposerons  la  métliode en  l'appliquant  Ji  une  sec- 
tion circulaire.  Golte-cl  a,  t:n  eôel,  une  importance  toute 
spéciale,  à  cause  du  calcul  dos  rivuls  qui  travaillent  toujours 
an  glissement.  Il  n'est  plus  possible  ici  de  supposer  Sj-,  égal 
h  o  comme  dans  le  cas  de  la  section  rectangulaire  ;  en  efTet, 
sur  le  contour  de  la  section,  l'action  moléculaire  tangentielle 
est  dirigée  selon  la  tangente  l'i  ce  contour,  elle  possède  donc 
ane  composante  dirigée  suivant  l'ase  des  :.  Cela  riisulle  de  la 
considération  d'un  parallélipipède  iEifinimeut  petit  dont  une 
BfAte  coïncide  avec  un  élément  du  contour  de  la  section,  h. 
condition  toutefois  d'admettre  que  la  surface  du  prisme  n'est 
soumise  il  l'action  d'aucune  force  parallèle  à  l'axe  longitu- 
dinal. Si  l'action  moléculaire  langentielle  à  la  périphérie  avait 
utie  composante  normale  au  contour,  il  faudrait,  pour  qu'il  y 
eût  équilibre,  que  des  forces  estéiieures  parallèles  îi  l'axo 
longitudinal  agissent  à  la  surface  du  prisme,  et  cela  pour  la 
même  raison  que  celle  dont  nous  avons  tiré  la  relation  : 


On  peut  se  demander  si,  justement  dans  le  cas  d'un  rivet 
entouré  par  les  tàles  qu'il  relie, il  ne  se  produira  pas  des  forces 
extérieures  de  ce  genre  provenant  du  frottement  ;  le  calcul  que 
nous  allons  entrepreiidre  est  donc  peu  sur,  précisément  pour 
l'une  des    applications    les  plus   fréquentes.  C'est  pourquoi 


il  esl  préférable,  dans  les  calculs  de  rîvuros,  ilc  h'aa  loair  aax  I 
rôstilLuls  expérimeulaux  plutôt  que  d'umpluyvr  laforaiulequo  I 
nous  alloua  élahlir.  Le»  résullats  des  essais  iiiontrcnl  on  gé- 
néral q\it;  la  résislancedes  rivnls  au  glissement  esl  pUn  grande  I 
que  celle  Indiquée  par  le  calcul.  Cette  résistance  esl  a  peu  près  1 
aussi  grande  (fue  si  les  avlioiis  laugeiUicllcs  étaient  réparlîes  J 
uniformément  sur  la  section  transversale. 

.Admettons  donc  la  pifecc  alisolnmviU  Ubrf  iluna  toutes  ac»  1 
dhnciisioiis  transvrmalfs,  au  moins  dans  le  voisinage  de  la  1 
section  transversale  considiJrée.  Les  actions  moléculaire»! 
Laugeatielles  en  uii  point  de  la  périphérie  sont  alors  (lirig<ôes  I 
selon  la  tangente  au  contour  ;  en  un  point  de  l'axe  y  oliesl 
sont  évidemment,  par  raisoii  de  symétrie,  dirigées  selon  cet  1 
axe.  Nous  ne  commettons  par  suite  pas  une  très  grande  erreur  i 
en  admettant  que  les  actions  de  glissement  on  des  poiuts  I 
situés  sur  une  mënin  corde  perpendiculaire  à  l'axe  y  passent  J 
toutes  par  le  point  1'  (fig.  28),  inleisoction  de  l'axe  //  avec  lesj 


FiR.  38 

tangentes  au  contour  menées  aux  extrémités  de  la  corde  con^J 
sidérée.  De  plus,  nous  admettons  que  la  composante  S^y  daj 
l'intensité  des  actions  tangentielles  est  constante  lelongd'une^ 
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m*me  corde,  c'est-à-dire  indépendante  de  z.  Celte  hypothèse 
pst  sans  doute  plus  sujette  à  caution  que  la  première  ;  c'est 
toulefois  la  plus  simple  que  l'on  puisse  faire,  et  elle  sufBl 
pour  un  calcul  approximatif. 

A  l'aide  de  ces  hypothèse»,  le  problème  est  facile  à  résoudre  : 
on  calculera  Sj;>,  h  l'aide  do  la  formule  (75),  dans  laquelle  T  si- 
gnifie le  moment  statique  par  rapport  f<  l'axe  neutre  de  la  por- 
tion de  ta  section  indiquée  par  des  hachures  dans  la  figure  (28), 
puis  on  déterminera  Sxz  eu  se  servant  de  la  coiiditiou  que  la 
résultante  passe  par  le  point  P. 


&•.  ConrbcM  enveloppe*  de*  direction*  de*  aclionii 
n*alé«ulnîrc*  principale*.  InDueaee  de*  aclioim  niolë- 
emlalrea  lauiteutlelles  «ur  le  danger  de  rupture  d'un 
prlMue  Iravallinnl  i»  In  fleKian.  —  Nous  venons  de  voir 
qu'une  section  transversale  quelconque  d'un  prisme  travaillant 
à  la  llexiou  subit  des  elTorls  normaux  et  des  elTorts  de  glisse- 
ment L'action  moléculaire  normale  n'est  donc  pas  une  ac- 
tion pr\nc\pa.\e.  Les  direcliom-  pri/icipa/es  de  l'état  élastique 
sont  en  générai  inclinées  d'un  angle  quelconque  sur  l'ase  lon- 
gitudinal. Dans  tes  fibres  les  plus  extérieures,  où  R  est 
maximum  et  S  nul,  et  dans  les  fibres  movennes  od  B  =  o  et 
S'  est  masimum,  seulos,  les  actions  normales  et  langentietles 
sont  respectivement  des  actions  priiicipales.  C'est  grAce  à  cette 
circonstance  qu'il  sufiil,dans  la  plupart  des  problèmes,  de  cal- 
culer la  valeur  maximum  de  R  pour  reconnaître  â  quel  travail 
la  matière  est  soumise. 

Ce  procédé  n'est  plus  admissible,  lorsque  les  actions  tangen- 
lielles  sont  grandes  comparativement  aux  actions  normales, 
c'est-à-dire  lorsque  V  est  grand  et  M  petit,  cas  qui  se  présente 
lorsque  le  prisme  possède  une  grande  section  et  une  faible 
loiif^ueur. 

Le  prisme  étant  court,  les  bras  de  levier  des  forces  sont 
pclits,  par  suite  aussi  les  monienls  fléchissants,  de  sortequ'uii 
solide,  en  ne  tenant  compte  que  des  efforts  normaux,  est 


CFUPITBB  III 


ml  j 


-ande; 


susceptible  Je  siipporlcr  des  chargus  rplaliverocnl 
Mais  d'autre  part  V  grandit,  les  efTorls  de  glissement  De  sont 
plus  négligeables,  et  il  peut  se  faire  même  que  la  résistance 
(le  la  pièce  dépende  d'eu\  exclusivement. 

Il  est  donc  désirable  d'avoir  une  vue  d'ensemble  sur  les 
directions  des  actions  moléculaires  principales  dans  les  diffé- 
rentes parties  du  prisme.  On  construit  à  cet  effet  IfS  courbés 
enveloppes  des  liirfctions  t/rs  ac/ions  tuo/^ciilaires  priticipaies  i 
elles  courbes  enveloppes  des  directions  selon  lesquelles  les  ac-J 
tions  moléculaires  de  glissement  sont  maximum.  I^s  premÎË 
res  forment  un  système  de  courbes  qui  se  coupent  k  anglel 
droit,  de  même  les  secondes  ;  do  plus,  celles-ci  coupent  les  i 
premiî>res  sous  un  angle  de  4S*.  L'équation  difréreiitielle    de 
CCS  courbes  est   facile  à  établir  ;  l'intégration  par  contre, 
même  dans  des  cas  simples,  est  fort  compliquée.  La  Kgure  39 
donne  ces  courbes  pour  un  prisme  encastré  à  une  extrémité  . 


et  soumis  à  une  charge  uniformément  répartie.  Les  cour-'  I 
bes  enveloppes  des  directions  principales  coupent  les  Dbrcs 
extérieures  sous  un  angle  de  90°  et  l'axe  longitudinal  sous 
uo  angle  de  43".   Les  courbes  envcloppos  des  directions  Jea 
efforts    taiigeriliels    maxima   coupent    It's  fibres    extérieure* 
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SOUS  un  angle  de  i3"  el  l'axe  loDi^'-iluilinal,  sons  un  angle 
de  90". 

La  délermi nation  des  aclious  muléculairps  tarigenlîelles  est 
spécial emenl  importanle  lorsque  la  matière  tlonl  csl  formé  le 
prisme  esl  de  nature  fibreuse  el  ne  possède  qu'une  faible 
résislanco  au  glisscmeul  duns  le  sens  des  fibres.  C'csl  le 
cas  par  exempli'  pour  le  bois.  Il  arrive  assez  souvent 
qu'une  poutre  de  bois,  même  lorsque  la  longueur  csl  rela- 
lîvcmenl  grande  comparativoracntaux  dimensions  de  la  sec- 
tion transversale,  se  rompt  lorsqu'on  lu  charge  au  milieu 
par  suite  de  la  faible  résislanco  au  glissement.  Le  danger  d'une 
rupture  de  ce  genre  est  d'aulanl  pins  grand  que  le  rapport  de 
la  longueur  de  la  pièce  k  la  hauteur  de  ta  section  est  plus 
petit. 

Déterminons  à  partir  de  quelle  valeur  de  ce  rapporl  le  tlan- 
(for  de  rupture  dépend  des  efforts  normaux  seulement.  Consi- 
dérons une  poutre  de  bois  de  longueur  2/,  chargée  au  milieu 
d'un  poids  2P.  Soit  A  la  hauteur  de  la  section  que  nous  admet- 
trons rectangulaire.  Nous  aurons 

V=P      M™«x  =  P/ 


el  (éq.  74) 


/A  i  ''f> 


Soit  nie  rapport  entre  la  résistance  du  buis  à  la  compression 
{e4>llL*  résistance  est  un  pi_'u  plus  peliteque  la  résislancuù  l'ox- 
ten-iinn.  toutes  deux  étant  comptées  dans  le  sens  des  fibres)  et 


sa  résistance  au  glUsenienl  dans  lo  sens  dos  fibres  :  nuus  «u-j 
roiis  l'équation  di>  condition 


Il  est  environ  égn\  h  10  :  <lonc,  si  la  pnrti^c  de  la  poutre  dépassa^ 
S  fois  Na  Iiautcur,  le  dan^or  de  riipturL*  ne  dépend  plus  des  j 
elTorl»  (te  glissement.  ËKceptionnfillemtnl  (surtout  pour  le  sapin 
blanc),  Il  peut  prendre  des  valeurs  beaucoup  plus  i^randes  ;  Ces 
valeur»  anormales  <)e  ri  sont  rares,  elles  ne  se  rencontrent 
jamais  pourd'aulresmalériaux  que  le  bois,  pas  mémo  pour  le 
fer  curruiji-  qui,  de  tous  les  métaux,  présente  au  point  de  vue 
de  la  structure  le  plus  d'analogie  avec  le  bois.  Il  est  donc  ainsi 
démontré  que  l'on  peut  sans  danger  négliger  on  général  Iw 
actions  molécutaircs  langenLielles. 

Mentionnons  cependant  encore  un  cas.  Pour  un  double  Mk, 
le  moment  statique  T  de  la  formule  (75)  est  presque  aussi  J 
graiid  pour  la  plate-bande  seule  que  pour  la  moitié  de  la  sec- 
tion. L'intensité  des  actions  tangentielleN  à  la  jonction  ds 
l'Ame  et  de  la  plate-bande  sera  donc  relativement  graodeJ 
tandis  que  celle  des  actions  normales  ne  sera  pas  encor< 
beaucoup  plus  petite  que  sa  valeur  maximum  dans  les  librei 
les  plus  extérieures.  Il  peut  donc  se  faire  que  l'action  mo1ô4 
culaîre  principale  soit  plus  grande  que  dans  la  libre  la  plufl 
extérieure  ;  ici  encore  ce  fait  se  produira  d'aiilaul  plu*  faà-^ 
lement  que  la  poutre  et  plus  courte  est  plus  haute.  On  trou- 
vera dans  les  exercices  à  la  fin  du  cbapitre  un  exemple  ntim<S-  ' 
rique. 


PoHtr*»»  rivée*.  —  Un  prisme  est  formé  souvent  de  plu- 
sieurs pallies,  de  telle  façon  que  la  section  transversale  soit 
égale  à  la  somme  des  sections  transversales  dtis  parties  compo- 
santes. Si  relles-ci  Taisaient  corps  entre  elles,  il  se  développerait 
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daus  les  surfaces  le  long  desquelles  elles  se  loiiclienl  des  acUuiis 
moléculsires  taugeiitielles.  Ces  ucliuns  ne  pouvant  exisler  {les 
frultemeiils  dans  ces  surfaces  ne  les  remplacent  pas  coinplè- 
l«nient)i  îl  fftul.  pour  que  le  prisme  se  comporte  comme  s'il 
était  d'une  seule  pièce,  que  les  organes  qui  relient  les  diffé- 
rentes parties  entre  elles  soient  capables  de  résister  aux 
forces  esiérieures. 

On  emploie  surtout  fréquemment  des  poutres  formées  de 
Idies  rivées  ensemble,  auxquelles  on  donne  en  général  une 
section  double  té  aiin  d'obtenir,  en  employant  le  moins  de 
métal  possible,  on  grand  moment  d'inertie.  Les  plates-bandes 
sont  reliées  h  l'Ame  au  moyen  de  corniëros  et  de  rivets.  Ce  sont 
ici  les  rivets  qui  ont  à  résister  aux  cfToHs  de  glissement. 
Calculons  la  force  qui  agit  ainsi  sur  un  rivet  N  reliant  les  cor- 
DÎèrcs  h  l'âme.  Soit  ((ig.  3t))  '*  la  dislance  de  deux  rivets  con- 
sécutifs. Le  rivet  N  doit  pouvoir  résister  à  une  lorne  corres- 
pondant k  la  différence  dos  actions  normales  R  développées 
dans  les  plates-bandes  et  dans  les  cornières,  dans  deux  sec- 
lions  transversales  distantes  de  f  l'une  de  l'antre  ;  en  effet  le 
rivet  joue  ici  le  même  rôle  que  les 
actions  langentielles  agissant  sur  la 
face  A'/.r  de  l'élément  de  prisme  con- 
sidéré à  l'article  48  (lig.  26),  la  seule 
différence  étant  qu'ici  les  deux  sec- 
tions tansvorsales  sont  distantes  de 
e  et  non  de  c/jr.  Nous  aurons  donc 
comme  précédemment  : 

R  =  -y     el     AR  =  Y//  =  -y 

1  force  P  agissant  sur  le  rivcl  est  donc  : 

P—  rAR../F  =  ^^  fi/dV 

l'=?-T  (76) 


lit 


CHAMTBE  m 


'l'  tiésiviiant  le  momeTil  slatlquc  relatif  A  l'axe  neutre  dei 
parties  Ae  la  section  transversale  reliées  à  l'Ame  par  In 
rivet  N. 

La  formule  (  70)  pourrait  servir  également  au  calcul  dcâ  pou' 
très  de  bois  composites  ip  plusieurs  parties  reliées  par  tenons   - 
et  mortaises,   tdlos  qu'on  les  employait  ancien uemeiU  daiiSj 
les  conslruclions. 


LltlNE   ELASTIQUE   DUN  1*R[SMK  TIUVAILLANT 
A  LA  FLEXION 


&I.  I^unflau  dlITêreuliclle  delà  ll^ue  ^la^tlque. 

Nous  n'avons  Jusqu'ici  tenu  compte  des  dérormalioiis  du 
prisme  qu'autant  que  cela  était  nécessaire  pour  la  détermina- 
tion (les  actions  moléculaires.  Nous  allons  maintenant  étudier 
la  Ht/ne  êlasiitjnp  du  prisme,  c'osl-à-dire  la  courbe  en  laquelle: 
l'amie  du  prisme  se  transforme  par  suite  de  la  (lésion. 

Nous  supposons  de  prime  abord  que  cette  flexion  esl  lou4 
jours  IrJis  faible,  le  cas  contraire  n'étant  d'aucun  intérêt  poud 
les  applications.  Calculons  d'abord  l'angle  d-i  dont  touriienlJ 
l'une  par  rapport  à  l'autre,  deux  sections  transversales  dis- 
tantes de  lix  l'une  de  l'autre.  Une  fibre  élémentaire  dislaiilq 
de  y  de  l'ase  neutre  éprouve  une  variation  de  longueur  i^gald 
ù  f/fh.  La  relation  existant  entre  <lx,  >j<l-s  et  l'intensité  de  l'ac- 
tion moléculaire  normale  agissant  sur  la  libre  considérée  c^t 
doniiée  par  lu  loi  de  l'élasticité  : 

yrf?_K 


d'oîi.  en  remiilaçuul  K  par  ^a  valeur  (49)  : 


av 
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Introduisons  le  rajonde  courbure  &  de  la  ligne  élastique  : 
?</«  =  , /.r 
par  suite  : 

L'expression  analytique  du  rayon  de  courbure  est  : 


il')/ 


1/  étant  ici  l'ordonnée  du  point  de  la  ligne  élastique  dont  l'ab- 
scisse est  .T.  La  courbure  de  la  ligne  élastique  est  tr^s  Faible 
par  bypolbiîse.  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé 
par  une  tangente  à  la  courbe  avec  Taxe  des  a:  (que  nous  sup- 
posons  coïncidant  avec    l'axe  longitudinal    du   prisme  non 

déformé),  c'est-à-dire  -r-  est    très  petite  ;  nous  pouvons  donc 

négliger  le  carré  île  cetle  quantilê  devant  l'unité  e\.  écrire  : 


lE-H- 


iM 


(79> 


Le  signe  de  p  est  en  effet  indéterminé,  l'expression  analyï 
tique  de  p  contenant  une  racine. 

Etant  donnée  la  convention  faite  préciSdemment  au  sujet  du 
signe  du  moment  tlécbissatit  M  et  eu  convenant  de  plus  que 
l'axe  des  y  est  dirigé  de  haut  en  bas,  il  est  facile  de  voir  qu'il 
Faul  introduire  M  avec  le  signe  —  dans  l'expression  précé- 
dento.  L'équation  (79)  est  l'éguadon  différenliellc  de  la  ligne 
élastique. 


iw  cnApmiE  in 

Pour  obipnir  l'équation  dp  cetto  courbe  en  terme»  Uni», 
suffira  (l'esprimur,  dans  cliuque  cas  [larticulier,  M  en  fonctio( 
des  forces  extérieures  doiin<^es  et  de  x  et  d'intégrer  «nsuîti 
réi]Uftlion  ('9]  tleux  fois  par  rapport  àx.  La  valeur  de  j/ ainsi 
obtenue  contiendra  deux  conslanles  d'inlégralioti  que  Ton 
déterminera  W  l'aide  îles  conditions  à  la  limite. 


KC  ('aHpnrIirulier*.  —  I"  l'ièc  à  spclion  lunsiante  sofA 
Iki'ri-  par  iiii  iiiiiiiifnl  flp.chissont  rimstniil.  —  M  vtaill' 
indépendant  de  j\  l'équation  (79)  intégrée  deux   fois   donne 


I 


r  et  r',  ^laut  les  countantes  d'intégration.  C'ost  là  l'équatioD'l 
A'imp,  imTnhule.  U'tiutro  part,  si  nous  considérons  l'équatioal 
(78),  nous  voyons  que  lf<  membre  do  droite  est  conetaut  ;  donQj 
p  est  consl&nt  :  la  ligue  élastique  est  par  suite  un  arc  'IfcercleA 
Cette  contradiction  apparente  entre  les  deux  résultats  provient! 


réqualîou(79).  On  voit  que,  dans  le  cas  particulier,  cela  revient] 
k  substituer  à  l'arc  de  cercle  un  arc  de  parabole  osculaleur  àl 

l'arc  de  cercle  au  point  où  — =  o.  L'approximation  est  trèal 
suffisante  tant  que  (>  est  très  grand. 

2*  Prisme  à  xrrlion  constante  reposant  /if>rcm'.-nt  aux  exlré- 1 
mités  sur  deux  appuis,  su/licite  par  uiif  rharr/e  uni/onnénienti 
répartie  sur  toute  la  longueur  I  de  la  pièce.  Soit  y  la  charge  1 
par  unité  de  lungueur.  Le  moment  fléchissant  M.  pour  une  I 
section  transversale  distante  de  x  de  roxlrémilé  de  gauche,  1 


Le  premier  terme  du  membre  do  droite  est  le  moment  de  Ir  I 
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réaction  y- de  l'appui  de  gauche;  le  second  est  le  moment  de 

la  charge  agissant  sur  la  longueur  x. 

Remarque,  Supposons  que  Ton  porte  la  valeur  de  M  en 
ordonnée  à  une  échelle  quelconque,  la  courbe  ainsi  obtenue 
sera  dans  le  cas  particulier  une  parabole.  Généralement,  on 
donne  à  cette  courbe  le  nom  de  courbe  des  moments  ;  la  sur- 
face limitée  par  cette  courbe  et  Taxe  des  x  est  la  surface  des 
moments. 

L'équation  (79)  devient  ici  : 

pj  rf'y  _     /y<^  _  y^'\ 

dx*  \  2  2  / 

d'où  : 

^        24  12  ' 

les  conditions  à  la  limite  sont  : 

pour  a:  =0     et    x  =  l        y^=o 
en  introduisant  ces  valeurs  de  Téqualion  il  vient  : 

0  =c\ 


et  : 


d'où 


ql^       ql'         , 


Téquationde  la  ligne  élastique  est  donc  : 

^         24  12   ^  24  ^  ^ 

Déterminons  encore  la/7^cA^/, c'est-à-dire  la  valeur  maximum 

de  y  qui  correspond  ici  à  j:  ==-. 


Nous  aurons 


384  lE        384  IE 

Q  désignant  la  charge  totale  du  prisme. 


/  QQl   11?  Qfil    II?  V"*/ 


i»3^ 


■   '  _- 
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3"  Pris)tie  de  section  consfante,  reposant  librement  aux 
deux  extrémités  et  sollicité  en  son  milieu  par  une  force 
unique  P. 

Ely=—^+cx+c 

Les  coDslantes  c  el  c'  ne  peuvent  plus  ëlre  déterminées  ici 
comme  précédemmenl.  L'expression  M  =  —  n'esl  valable  que 

pour  j?<";six>  j,  c'est-à-dire  pour  la  moitié  de  droite  du 

prisme,  nous  avons 

V{l—x) 


M 


=  5— "(-!)= 


L*équation  précédente  trouvée  pour  la  ligne  élastique  n'est 
donc  valable  que  pour  la  moitié  de  gauche.  La  ligne  élasti- 
que se  compose  ici  de  deux  arcs  qui  se  raccordent  au  milieu, 
ces  deux  arcs  sont  évidemment  identiques  par  raison  de 
symétrie.  La  tangente  à  la  ligne  élastique  en  son  milieu  est 
donc  horizontale.  Par  suite  l'expression 

dy  Px« 

^^Tœ= — r+" 

doit  s'annuler  pour  x  = -•  Nous  tirons  de  là 

z 

pp 

de  plus  !/  =  0  pour  x  =  o,  par  suite 

c  =  0 
Nous  avons  doncfînalement 

en  faisant  or  =  -  nous  trouvons  la  flèche  /  : 
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(83) 


Si  le  prisme  est  solMcilé  par  deux  forces  P,  eX  P„  dislan- 
les  respectivement  de  p,  el  p,  de  l'appui  de  gauche,  la  ligue 
élastique  se  compose  de  3  arcs  se  raccordant  entre  eux. 
Soient  A  la  réaction  de  l'appui  de  gauche,  x  la  distance  à  cel 
appui  d'une  section  transversale  quelconque,  nous  avons 

M,  =  Ax  pour  0     <.  X  <i  f>^ 

M,  =  Ax  —  P,  (X  —  p,)  »     i,,  <  ^-  <  /j, 

M,  =  Aj:  —  P,  (X  —  p,)  —  P,  (x—p,)     ..    i),  <x  <l 

En  introduisant  successivement  ces  3  expressions  dans 
l'équation  (79)  et  en  intégrant,  nous  obtiendrons  dans  les  équa- 
tions (les  3  arcs  de  la  lifjne  élastique.  Ces  3  équations  contien- 
nent en  tout  6  constantes  d'intégration  ;  pour  les  déterminer 
nous  utiliserons  d'abord  les  deux  conditions  :  pour  x  =  o  el 
X  =1,  ij  =  o.  De  plus,  les  arcs  de  la  ligne  élastique  se  raccor- 
dent au  point  de  jonction  de  deux  de  ces  arcs  ;  leurs  équations 

doivent  donc  donner  la  même  valeur  de  »/  el  de  — .  Cette  remar- 
dx 

que  fournît  i  équations  de  condition  qui,  avec  les  deux  pre- 
mières, suffisent  pour  déterminer  les  constantes. 

Le  procédé  s'applique  sans  changement  h  un  nombre  quel- 
conque de  forces  ;  lorsque  celui-ci  est  grand, le  calcul  des  cons- 
lanles  devient  pénible,  et  il  est  alors  préférable  d 'employer  les 
méthodes  graphiques  pour  déterminer  la  ligne  élaslique 
(voir  note  11).  La  méthode  graphique  est  également  avan- 
tageuse lorsque  la  section  du  prisme  n'est  pas  constante, 
mais  varie  par  sauls  brusques, comme  par  exempte  dans  le  cas 
d'une  poutre  double  lé  dont  les  plates-bandes  sont  renforcées 
vers  le  milieu  pardes  semelles,  car  ici  aussi  la  ligne  élastique 
se  compose  d'une  série  d'arcs  se  raccordant  entre  eux.  Parcon- 
Ire,  si  la  section  Iransveri^ale  varie  d'une  façon  continue,  il  suf- 
fil  d'iutruduire  I,  en  fonction  de  .c  dans  l'équation  diiïéren- 
tielle  de  la  ligne  élastique. 


1.10  CUApn-BE  lU 

Ces  cas  ilu  resle  Hunt  de  peu  d'importance  ;  en  général,  i 
sufBt  decoanal(ri>  une  valeur  approchée  do  la  tliiclie  vl  non  s^ 
valeur  exacte  :  on  peut  donc  s'épargner  le  calcul  exacl  et 
déterminer  la  flt^che  en  prenant  une  valeur  moyenne  de  1. 

Tout  ce  qui  procède  suppose  implicitement  que  le  plan  de 
flexion  coupe  les  sections  transversales  du  prisme  selon  un  axe 
principal.  Si  lel  n'est  pas  le  cas,  on  décompusera  comme  h  l 'ar- 
ticle 42  les  forces  extérieures  selon  les  axes  principaux,  et  l'oQ  t 
déterminera  la  ligne  élastique  produite  par  ces  cuiriposantet 
dans  les  deux  plans.  La  déformation  totale  sera  égale  à  I 
■omme  géométrique  des  déformations  produites  par  cbaoufl 
des  systèmes  de  composantes. 


an.  Inlluciorc  de»  nvlions  moléeutalre*  (iin(en(lel* 
■«M  ttur  la  roriue  do  la  lieue  élUHtique.  —  Les  actions  ma 
léculaires  tangentiellos  dont  nous  n'avouspas  tenu  comptl 
jusqu'à  présent  ont  pour  conséquence  d'augmealer  un 
la  flexion  d'un  prisme  et  de  modifier  la  forme  de  la  li^ni 
élastique. 

Soit  (fig.  31)  uu  prisme  élémeit' 
taire.  Si  l 'effort  tranctiant  V  &e  répi 
tiseail   uniformément  sur  la  sectiaq 
transversale,  il  en  résulterait  unadiî 
torsion  v,  qui,  en  désignant  par  Sm^ 
la  valeur  moyenne  de  l'intensitéde»  « 
efforts  de  glissement, 


-(*r-- 


•"f^Z 


Fig.  31 


S«=î:. 


serait  donnée  par  la  formule  (34)  : 


La  distorsion  y  a  pour  conséquence  un  glissement  reiaiû 
des  deux  sections  iransversalus  l'une  par  rapport  à  l'uiti 
désignons  le  par  du',  il  vient 
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du': 


En  rëalilé,  les  choses  ne  sont  pas  aussi  simples.  Les  acllons 
tangenticllcs  ne  se  répartissent  pas  uniforniémenl  sur  la  sec- 
lion,  mais  bien  selon  la  loi  étudiée  dans  les  articles  48  et  i9. 
Sur  l'axe  neutre,  les  elTorts  <le  glissement  sonl  plus  grands 
que  ta  valeur  moyenne  Sm,  et  il  vont  en  diminuant  jusqu'à  o 
dans  les  fibres  exli^rieures.  La  distorsion  y  de  l'anglo  droit 
formé  pai-  l'axe  du  prisme  el  la  section  triinsversale  est  par 
<xinséi|uenl  plus  grande  que  celle  que  nous  venons  de  calcu- 
ler, tandis  que  celle  des  Qbres  extérieures  est  nulle. 

On  voit  donc  que  l'Iij'polhèse  de  Bernouilli  des  sections 
transversales  restant  plane  dans  la  défornialiou  n'est  pas  abso- 
lument exacte,  ainsi  que  nous  l'avions  déjà  fait  prévoir  plus 
baul. 

Nous  allons  essayer  de  déterminer  la  dilTérence  de  hauteur 
entre  des  points  consécutifs  de  \'n\K  longitudinal  du  prisme, 
provenant  de  l'action  des  actions  moléculaires  tangentielles. 
Désignons  cette  différence  de  bauleur  par  t/u  et  posons 


tfu  =  X  du'  :=  X 


(84) 


X  désignant  un  coefHcienl,  plus  grand  que    1  d'après  ce  qui 
pr6e^e.  La  valeur  exacte  de  x  dépend  de  la  forme  de  la  sec- 
lion  transversale,  puisque  celle-ci  exerce  une  influence  sur  la 
répartition  desactions  tangentielles,  et  par  suite  sur  le  rap-  \ 
port  entre  la  valeur  S  de  l'Inteusité  des  eiïorls  de  glissement  ' 
le  long  de  l'axo  neutre  et  Sm.  Il  ne  serait  toutefois  pas  exact 
de  poser  simplement»  égala  ce  rapport.  Les  déplacements  des 
différents  points  de  la  section  ne  peuvent  se  produire  indé- 
pendamment les  uns  des  autres,  donc  en  particulier  le  déplace-  ' 
mcnl  des  points  de  t'axe  neutre  dépend    de   celui  des  autres 
points  de  la  section  transversale.  Celle   dépendance  esl   assez   , 
compliquée  par  suite  de  la  courbure  de  ta  section  transversale 
qoî  s«  produit  nécessairement.  Nous  déterminerons  x  en  nous 
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basant  sur  le  principe  du  travail  de  déformalion,  et  nous  en 
servirons  pour  calculer  une  valeur  moyenne  de  <ht.  C'est  là  un 
procédé  absonient  arbitraire  ;  le  résultai  trouvé  no  sera  doDc 
qu'une  évaluation  approchée,  suffisant  ici  puisqu'il  s'agit  du 
calcul  d'une  correction  très  petite  en  elle-même. 

Nous  avons  trouvé  (formule  4K),  pour  le  travail  spécifique 
de  déformation  dans  le  cas  du  glissement  simple,  l'expression 

pour  un  prisme  élémentaire  nous  aurons  : 

l'intégration  s'étendani  à  toute  la  section  transversale. 

Le  travail  de  déformalion  ainsi  trouvé  est  égal  au  travail  de 
l'crfort  tranchant  (lequel  est  une  force  extérieure  par  rapport  au 

prisme  élémentaire  considéré}- V  r/u,  nous  avons  donc 


?x  1  —  a 


fJs» 


(85) 

Appliquons  ce  résultai  au  cas  d'une  section  transversale  rec- 
tangulaire. Nous  avons  trouvé,  art.  48, 


-désignant  la  dislance  d'une  libre  quelconque  à  l'axe  neutre 


^^(i-— ) 


I 
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d'où  toutes  réductions  faites  : 

en  iiUroduisanl  celle  valeui-  dans  f'85),  il  vient 

.=  ^=.. 

Il  est  toujours  facile  de  déterminer  x  même  lorsque  l'iiilé- 
g:ralion  n'est  pas  possible  par  les  mi^lliodes  ordinaires.  Il  suffit 
do  décomposer  la  surface  en  bandes  étroites  et  de  remplacer 
l'intégrale  par  une  somme  '. 

La  déformation  du  prisme  en  un  point  d'abscisse  jr-soUsTac- 
lion  simultanée  du  moment  fléchissant  M  et  de  l'effort  Iran- 
chanl  V  sera 

y  =  y+J  du  (86J 

y  désignant  la  déformation  produite  par  M  seul.  Comme  nous 

rx 
l'avons  dit,  le  terme    /     du  sera  en  généra)  négligeable  devant 

ij  :  OR  peu  donc  faire  abstraction  des  elTorts  de  glissement. 
Pour  les  prismes  de  faible  portée  et  de  grande  section  seuls, 
dans  lesquels  les  elVorls  de  glissement  atteignent  de  grandes 
valeurs,  il  conviendra  cependant  de  tenir  compte  de  ces  efforts. 
Considérons  un  prisme  du  &ecl  o     rectangulaire,  reposant 

I.  Pour  les  secliojif  double  lé  on  pont  c       le    x  une  fois  pour  toutes. 

Ptu-  excm|)le  pour  le  prolit  no  mal  aile  unit  N*  8  (le  numËro  du  prolil 
indique  lu  linuittur  <lu  fer  eit  cri  )  on  iro  a  k  =:  3,4,  et  pour  le  profil 
N*  50,  K  =  1.0,  On  peut  admetiro  que  pour  le*  profils  intermédiaires,  x 
varie   linéiîremenl  entre  les  deux  valeurs). 


1  ;* 


'":>; 
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librement  par  ses  exlrémilés  sur  deux  appuis  et  sollicité  en 
son  milieu  par  une  force  P.  Nous  avons  trouvé  (art.  52)  : 

f—I!L  —  IL. 
'  ~  48IE  ~  4E6A» 

p 
il  vient  ici  pour  dn^  en  prenant  x  =  1,2,   V  =  r. 


et 


'    G6A 


la  flèche  /',  en  tenant  compte  des  actions  moléculaires  tangen- 
tielles,  est  donc 

?/•  P/ 

en  prenant  G=  0,4E  c'est-à-dire  m  =  4 

/'=  — f— +3^  (87) 

'         4E6AVA«^     /  ^     ^ 

on  voit  donc  que,  si  -=  10,  la  flèche  due  aux  efforts  de  glisse- 
ment seul  s  n'est  que  les  3  0/0  de  celle  produite  par  les  actions  nor- 
males. Pour  r  =  S,  le  second  terme  dans  la  parenthèse  est 

égal  aux  12  0/0  du  premier:  il  est  alors  nécessaire  do  tenir 
compte  des  eSbrts  de  glissement. 


§8 

POUTRES  CONTINUES  ET  PRISME  ENCASTRÉ  AUX 

DEUX  EXTRÉMITÉS 

ft4.  Poatreu  «ontinae*.  On  appelle  ainsi  un  prisme  repo- 
sant sur  (les  appuis  dont  le  nombre  est  plus  grand  que  2.  Sup- 
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posons  que  les  ri^actjrins  dos  appuis  soient  connues,  il  est  alors 
pDssiblo  de  calculer,  pour  une  section  Iranaversale  quelcon- 
que, lavalonr  du  moment  DécliissantM  eldeleflorl  trancliant 
V  el  par  suite  de  déterminer  les  actions  moléculaires  agissant 
dans  c«tte  section.  Le  problème  revient  donc  à  déterminer 
les  réactions  des  appuis. 

On  voit  immédiatement  que  les  équations  générales  de 
l'équilibre  ne  suFiisent  pas  à  le  résoudre,  elles  sont  dans  ce 
cas  en  effet  au  nombre  de  deux,  or  nous  avons  précisément 
plus  de  deux  inconnues.  Le  problème  est  kyperstatique  (voir 
art.  Cl).  Nous  sommes  obligés,  pour  obtenir  de  nouvelles 
équations,  de  tenir  compte  do  la  déformation  du  prisme. 

Considérons  le  cas  d'une  poutre  rectiligne  à  deux  travées 
d'égale  portée  /,  sollicitée  par  une  charge  uniformément  ré- 
partie. Soilç  la  cbargo  par  unité  de  longueur. 

Si  l'appui  médian  était  supprimé,  la  pièce  s'inflécliirait  d'une 
quantité  que  nous  pouvons  calculer  au  moyen  de  la  formule (81  ) 
dans  laquelle  nous  remplacerions  /  par  2/.  Généralement,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  tenir  compte  de  la  déformation  due  aux 
actions  moléculaires  tangentiellea  ;  si  toutefois  cela  était  dési- 
rable, il  suffirait  d'employer  la  méthode  décrite  àl'arliclQ  pré- 
cAdeot. 

Appliquons  maintenant  au  milieu  de  la  poutre  une  charge 
isolée  P  agissant  de  bas  en  haut,  elle  produira  en  ce  point  une 
inflexion  de  la  poutre  donnée  par  la  formule  (83).  Si  nous 
choisissons  P  do  telle  sorte  que  la  déformation  première  se 
IroDve  exactement  compensée,  cette  force  P  sera  égale  à  la 
réaction  de  l'appui  médian,  car  pour  cette  valeur  de  la  réac- 
tion seulement,  la  ligne  élastique  du  prisme  passera  par  le 
point  prescrit.  En  égalant  donc  les  deux  valeurs  de  f,  précé- 
demnient  considérées,  nous  obtenons 


;2W  = 


Q  étant  la  charge  totale  de  la  poutre. 


On  voilque  l'appui  médian  supporte  une  plus  grande  charge 
que  si  l'on  availileux  poutres  séparées  tic  lou^eur  /  reposant 
librement  par  leurs  exlrémités.  Dans  ce  cas  en  efTel  l'appai 
médian  supporterait  utie  charge  égale  &  Q/3. 

La  réaclîon  des  appuis  extérieurs  est  dans  le  cas  présent 


i(Q-iO)=âQ 


Nous  avons  supposé  dans  te  raisonnemvnt  précédent  que  les 
trois  appuis  étaient  situés  à  la  mémo  hauteur,  et  qu'ils  ne  s'ut" 
laissaient  pa.s  sous  l'inÛaence  des  charges.  Si  l'appui  médian 
s'aiïaisse  d'une  quantité  5  ou  s'il  était  primitivement  de  5  aii- 
dessousdu  niveau  des  deux  autres,  P  serait  donné  par  l'équa- 
tion 


38i     IB     ' 


48  IB 


P=-Q  — S. — 

Si  au  contraire  l'appui  du  milieu  est  de  £  plus  haut  que  les 
autres,  il  faut  faire  entrer  celte  quantité  avec  le  signe  —  dana 
la  formule. 

On  se  rend  compte  facilement  que  la  méthode  est  générale, 
et  qu'elle  s'applique  encore  lorsque  les  travées  sont  inégales 
et  en  nombre  pins  grand  que  2  et  les  charges  quelconques. 
Il  suffit  de  remplacer  la  quantité  f.  par  la  valeur  de  l'ordonnée 
de  la  ligne  élastique  corresponilanl  au  point  considéré. 

Nous  renonçons  à  entrer  dans  plus  de  détails,  les  problèmes 
plus  compliqués  sur  les  poutres  continues  se  résolvant  plus 
rapidement  par  les  méthodes  de  la  statique  graphique. 


a&.  friamc  mnnmtré  auK  ileuxcvtrémiléM.  —  La  ligne 

élastique  possëde  deux  tangentes  horiioiitales  aux  extré- 
mités. Il  est  facile,  par  suite,  de  reconnaître,  qu'il  existe  deux 
points  d'inHexion  entre  lesquels  la  ligne  élastique  tourne 
sa  concavité    vers  le  haiil     tandis   que   celle-ri  est    (ootnée 
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vers  le  bas  enlrc  les  points  d'iitflexioti  et  les  exlrémilés.  Il 
s'exerce  nécossaircmciit  un  couple  dairs  la  section  {IViicas- 
Iromenl,  la  réaction  de  l'appui  étant  impuissante  à  elle  seule 
à  rendie  la  ligne  élastique  liorizoulak  en  ce  point.  Soient 
M,  et  M,  les  moments  de  ces  couples,  ils  sont  inconnus 
ainsi  que  les  reactions  des  appuis  A  et  B  ;  le  problème 
est  donc  hyperslatique,  car  les  conditions  générales  d'équi- 
libre ne  fournissent  que  deux  équations.  Nous  sommes  obli- 
gé» d'avoir  recours  à  l'étude  des  déformations. 

Supposons  le  prisme  sollicité  par  une  charge  uniformément 
répartie  sur  toute  sa  longueur  /  ;  par  raison  de  symétrie  nous 
aurons  évidemment  : 


A=B  =  '^ 


et  ) 


-.  M,  =  M, 


ç  désignant  la  charge  par  unité  de  longueur,  et  Mu  la  valeur 
commune  de  M,  et  M,.  Le  moment  fléchissant  M  agissant  dans 
une  section  transversale  d'abscisse  :r  est 

M  =  M.  +  Ax  -  ?J' 

par  suite,  l'équation  de  la  ligne  élastique  sera  : 


une  première  intégration  donne 


lE^ 


-Hl 


du 

donc  c  =  0  ; 

de  même,  pour  x  z=l^'^  =ti 

d'où  l'équation 


* 


de  laquelle  nous  pouvons  tirer  Mn  : 


CtUPITRC  iir 


Le  inomont  fléchissanl  maxiraam  au  milieu  du  prisme  estl 
égala 

*"^       Si 

La  section  dangereuse  est  donc  la  section  d'encastrement. 

Il  serait  naluretlemeiit  possible  de  (enircomple  ici  dus  efforts 
de  glissement  ;  ce  n'est  cependant  pas  nécessaire.  Les  calculs 
de  ce  genre  sont  en  elTet  pratiquement  aiïectés  d'une  impor- 
tante cause  d'erreur.  U  est  impossible  d'être  absolument 
certain  de  Tefficacité  de  l'encastrcmenl.  De  petites  variations 
de  la  direction  de  la  tangente  de  la  ligne  élastique  au  point 
d'encastrement  se  produisent,  qui  entraînent  parfois  des  diffé- 
rences notables  entre  les  résultats  prévus  par  le  calcul  oi  ceux 
donnés  par  l'e-xpérience.  Ce  serait  donc  éveiller  un  faux  sen- 
timent de  sécurité  que  de  calculer  des  corrections  certaine- 
ment plus  petites  que  les  erreurs  pratiques  impossibles  à  pré- 
voir. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  Ul 


Exercice  H.  —  béterminer  l' ellipse cenlrale  d'un  profila 
cornière  de  70  mm.  de  côté  et  iO  mm,  d'épaisseur. 

Solution.  Nous  considérons  la  section  donnée  comme  for- 
mée de  deux  cariés  souslraclifs.  L'un  des  axes  principaux  de 
la  section  est  l'ase  YY,  le  moment  principal  !„  relatif  &  cotJ 
axe  est 

T      6* 
I,=  ~-ij-92.lcm', 

rar  l'axo  YY  passe  par  In  cenire  de  gravité  des  duux  carré«. 
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Nous  obtenons  la  distance  a  du  centre  do  gravité  S  de  la  sec- 

r 


\, 

K A 

.    \               /      1 

\  "\          •'         ! 

iC 

""^^  ",   y~            ' 

.'■ 

s.A^'\-'..      i 

\ 

.•r^  \  ••,  ■■.! 

/ 

vv   \\ 

tion  au  centre  de  gravité  du  grand  carré  en  écrivant  l'équation 
des  moments  : 

i3o=  0,707  X  36 

a  =1,96  cm. 

Le  moment  d'inertie  Ij  relatif  à  ZZ  est  égal  à  la  dïfTérence 
des  moments  d'inertie  des  deux  carrés  ;  il  faut  de  plus  tenir 
compte  du  fait  que  cet  axe  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gra- 
vité des  carrés.  On  a  donc  : 

'•  =  4l+  ■^*-  *"^  -  (fa  +  ^*-  ^)  =  2^''^"" 
Les  rayons  de  gyration  principaux  sont  par  suite  : 

ï„=\/^=2,66™.  ^  =  4/^=I,35<». 
'       V    la  V   13 

L'eilipse  centrale  cNt  ainsi  délerniiiiée. 

Exercice  19.  —  Vn  prisme  de  i,'20m.  (k  longueur,  encas' 
Iré  à  une  extrénilê.  est  sollicité  à  faulre  exlnhnité  par  une 
charge  isolée  VfHiicale  de  500  kg,  Déti-nniner  la  caleur  tuart- 
mum  de  l'intensité  R  des  actions  moléculaires  noimalfs.  La 
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/îy.  33  donne  la  forme  du  profil  et  ses  diynensions  (fer  en  Z, 
profil  normal  allemand  n^  16).  Ldme  du  fer  est  verticale,  et 
t extrémité  non  encastrée  absolument  libre. 


Y 

\ 


-^ 


\ 


il-^ 


\ 


Â 


>■ 


\ 


roc 


C6 


\ 


V — 

<- -  io—\ >■ 

V 

Fig.  33. 

Les  catalogues  indiquent  tg  %  ^=^  0,39,  I^  =  4193  cm*, 
Iy  =  58,8cm*. 

Solution.  De  /y  a=0,39  nous  tirons  : 

a  =  20'20',sina  =  0,36,costt  =  0,93. 
Le  moment  fléchissant  dans  la  section  encastrée  est  : 


500  X 120  =  60.000  kg.  cm. 
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Le  plan  formé  par  la  force  de  Taxe  longitudinal  lu'  passo 
I  pas.  par  les  axes  principaux  de  la  seclion.  Il  faul  donc  déconi- 
1  poser  le  moment  llécliïssaiil  en  dou;;  composantes  suivant  la 
I  direction  de  ces  axes.  On  trouve  : 
(  Mi  =  60.000X0, 93  =  îiîi.SOO,  M,,  =  60. 000x0,36=  21 .600 


%=i 


=  46,8^ 


Hi, 


ai.tioo  _ 


Le  travail  résultant  en  un  point  quelconque  de  la  section  de 
I  coordonnées  y,  z  est  par  suite  : 

R  =  Ri  +  Ru --  i6,8y  +  367: 

Nous  prenons  comme  axe  positif  des  i/  la  partie  do  l'ase 
SY  située  au-dessus  de  ZZ,  el  pour  axe  positif  des  :;,  l'axe  SZh 
(droite  de  ¥Y. 

Les  coordoimées  de  A  son!  //  ^  7,32  cm.  :  ^=  3.29  cm.  donc  : 

Ra  =  46,8  X7.32  +  367  X  3,29  =  1.550  kg.  par  cm'. 
En  B,  Ré  et  Ru  sont  de  signes  dtfTérenls,  on  a  donc  : 
aB=  4fi,8x  8,83—  367  X  3,18  =  —  863  kg.  par  cm'. 
Le  travail  maximum  a  lieu  dans  l'aréle  A,  il  y  atteint  à  peu 
^pi^s  une  valeur  égale  k  la  limite  d'élasticité. 

La  Hexioa  de  l'extrémité  libre  du  prisme  sous  l'influence  de 
ria  charge  verticale  a  lieu  obliquement.  Si  l'exlrémité  du 
prisme  était  guidée  de  sorte  qu'elle  ne  piït  se  déplacer  que 
ftdaas  le  sens  vertical,  il  se  produirait  une  force  horizoulalo, 
Tiaclioii  de  l'appui  sur  rexlrémîlé  de  la  piisce.  Dans  ce  cas, 
Û'axe  neutre  est  horizoïilal,  et  l'on  obtient  R  d'aprtis  la  formule 
lordiiisire,  le  moment  d'inertie  étant  alors  pris  par  rapport  à 
[l'axe  horizontal  passant  par  le  cenire  de  gravité. 

Exercice  fS.  —  Déterminer  les  régions  cenlrnlvs  des  ili-iix 
•ofih  précédents. 

Solution.  —  L'ensemble  des  langentes  au  contour  du  pro- 
Ifil  comprend  ;  les  côtés  de  la  surface  (k  l'exception  de  ceux 
■de  l'anglo  rentrant),  la  droite  parallèle  à  l'axe  ZZ  qui  joint 


les  deux  sommets  les  plus  distants  de  ce  dernier,  et  eofio, 
Yy  tous  les  aies  qui  puaeot 
par  les  sommets  da  pro- 
lil  (sommet  de  l'aDgle 
rentrant  excepté)  et  qui 
ne  coupent  pas  la  sur- 
face. Ces  axes  représen- 
tent les  positions  que 
prend  successivement  la 
tangente  au  contour  lors- 
qu'on passe  de  l'une  des 
5  droites  mensionnées  ci- 
dessus  à  la  suivante. 
En  tenant  compte  des 
propriétés  des  anlipôlos  et  antipolaire,  ainsi  que  des  remar- 
ques précédentes  on  reconnaît  facilement  que  la  région  cen- 
trale est  limitée  par  uu  pentagone  dont  les  sommets  sont 
les  anlipôlvs  de  ces  5  droites  et  dont  les  c6tés  sont  les  antipo- 
laires  des  sommets  du  prolil. 

On  procédera  d'une  façon  analogue  pour  déterminer   la 
région  centrale  du  proBI  du  fer  en  Z  (tig.  35). 

Eexrcice  14.  — UvH-rminer  l'ellipse  centTale  et  la  région  ceii' 

traie  de  la  section  tra7i.svcrsale  d'une  colonne  creuse  en  fonte 

de  '20  an.  de  diamètre esctérieur.  Epaisseur  des  parois  :  S  cm. 

Solution.  —  Le  moment  d'inertie  d'un  anneau  relatif  à  uu 

axe  passant  par  le  centre  est  : 


Fig.  34. 


I=- (10*  — 8*)  =  4.635  cm'. 


la  surface  de  l'anneau  estF=113cm*. 
d'où 


?  =  6,40  cm. 
L'ellipse  centrale  se  réduit  k  un  cercle  de  rayon  t. 
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La  région  centrale  est  limitée  par  uoe  circonférence  dont 
le  rayon  k  est  donné  par  la  proporlion  : 


k  =  4,1  cm. 

Exercice  1S.  —  UnsoHrle  reposant  librement  par  se.ifxlrémi- 
tés  est  de  révolution  par  rapport  à  faxe  longitudinaf.  Il  est 
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sollicité  en  son  milieu  par  une  charye  isolée.  Déterminer  la 
forme  du  méridien  de  façon  quen  chaque  section  transver- 
sale la  valeur  de  r intensité  maximum  R  des  efforts  normaux 
soit  la  même, 

(Solide  d'égale  résislance). 

Solution,  —  Soit  A  la  réaction  de  Tappui  de  gauche,  le 
moment  fléchissant  pour  une  section  d*abscisse  x  est  M  =  Ax 
et  par  suile  : 

-j        M  Ax 

r  désignant  le  rayon  de  la  seclion  transversale.  Pour  que 
R  soil  constant,  il  suffit  que  le  membre  de  droite  le  soit  ;  nous 
trouvons  donc  immédiatement  ren  fonction  dex  : 


//4Ax 

V      rR 


C^est  là  Téquation  de  la  courbe  méridienne,  celle-ci  est  une 
parabole  cubique.  Il  est  facile  de  varier  à  Tinfini  le  problème 
en  admettant  d'autres  formes  de  sections  transversales  et 
d'autres  lois  de  répartition  des  charges.  Quelque  intéressants 
qu'ils  soient  en  eux-mêmes,  les  problèmes  de  ce  genre  n'ont 
toutefois  pas  grande  importance,  car  dans  leur  application 
en  pratique  on  est  généralement  forcé,  pour  différentes 
raisons,  de  donner  au  solide  une  forme  différente  de  celle 
trouvée  par  le  calcul.  De  plus,  ce  dernier  est  inexact  en  ce 
sens  qu'il  n'y  est  pas  tenu  compte  des  efforts  de  glissement. 
Nous  trouvons  ici  r  =o  pour.r=  o  :  il  est  évident  que  ce 
résultat  est  faux,  car  il  faut  qu'aux  extrémités  la  section  soit 
assez  grande  pour  que  l'intensité  des  efforts  de  glissement  ne 
dépasse  pas  le  travail  élastique  pratique  du  métal. 

Exercice  IlL  —  Un  /u^isme  df*  section  double  /r,  encastré  à 
une  extrémité,  porte  à  T autre  uup  chanjede  5,000  kg.  Déter- 
miner  le  travail  nuiximum  du  métal  dans  la  fibre  extérieure 
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/•/  la  valeur  île  celui-ci  à  lajonclion  de  rame  el  >lf  la  jilii/c- 
Inimle.  La  longueur  du  prinme  est 
'Il  0.8  )«.;  les  dimensiojis  de  la  sec 
lion  sont  indignées  dans  la  figure  3f). 
Solution.  —  Nous  calculons  le  mo- 
mf  ni  d'inerlie  relatif  a  l'axe  horizon- 
tal passant  par  le  centre  de  gravité 
du  profil  en  considérant  la  surface 
comme  fornitic  d'un  grand  rectangle 
additif  et  de  deux  rectangles  laté- 
raux souslraclifa. 


U 


=  5.335  cm* 


\o  moment  sialiquc  T  de  la    plate- 
bande  relatif  au  même  axe  est  : 


//rfF=l,5xl2xH, 2:5^202, 5cm' 


I  l'intensité  R  des  actions  normales  en  un  point  d'ordonnée  y 
I  do  la  section  encastrée  est  : 


I  - 


5.333 


Daus  la  fibre  eslérieure,  //  =:  12  ;  donc 

R»M  =  900kg.  par  cm'. 
A  la  jonction  de  la  plate-bande  et  de  l'âme, 

y  =  iO,n        K  =  787  kg.  par  cm'. 

Calculons  l'iiUensittS  des  efforts  de  glissement  en  ce  point; 
lréi]Dalion  (75)  donne 


-  .  ■■*  --.■" 
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d'où,  pour  l'intensité  deTaction  moléculaire  principale  (équa- 
tion 12)  : 

R«.*  =  Y+ji/4S  +  R'x=  -^  +  2^^380  +782  = 

=  830  kg.  par  cm*. 

Cette  intensité  est  donc  plus  petite  que  celle  des  actions 
normales  maximum  C*est  ce  que  montre  aussi  le  calcul  du 
travail  élastique  de  comparaison  qui  mesure  en  réalité  le 
travail  du  métal.  D'après  (40)  on  a,  pour  m  =  3  1/3  : 


A  =  0,35Rx  dz  0,65  \/iS  +  IV  =  844  kg.  par  cm*. 

Les  résultats  qui  précèdent  montrent  bien  que,  même  pour 
des  sections  double  té,  il  n'est  pas  nécessaire  en  général  de 
tenir  compte  des  efforts  de  glissement.  Si  le  prisme  est 
encore  plus  court,  S  conserve  la  môme  valeur  (la  charge  res- 
tant la  même),  tandis  que  R  devient  plus  petit  ;  il  y  a  donc 
une  longueur  à  partir  de  laquelle  les  efforts  de  glissement  à  la 
jonction  de  la  plate-bande  et  de  Vdme  sont  plus  grands  que 
les  efforts  normaux  dans  la  fibre  extérieure. 

Remarquons  du  reste  expressément  que  tout  le  calcul  n'est 
qu'approximatif  :  Téquation  (75)  repose,  en  effet,  sur  une  hypo- 
thèse peu  certaine,  qui,  surtout  à  la  jonction  de  l'âme  et  de  la 
plate-bande,  n'est  pas  exactement  remplie. 

Exercice  17.  — Répartition  des  actions  moléculaires  tangen- 
tielles  S  dans  une  section  circulaire. 

Solution.  — Calculons  d*abord  le  moment  statique,  relatif  à 
l'axe  Z,  du  segment  indiqué  par  des  hachures  sur  la  ligure  37  : 


î/'d;/ 


=  2  j      ys'r'  — 

b  désignant  la  longueur  de  la  corde,  le  long  de  laquelle  nous 
voulons  déterminer  les  efforts  de  glissement. 
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L'éqaalion  (75)  donne 

la  valeur  de  la  composante  Su  sur  le  pourtour  résulte  de  la 

pr 


coadition  que  ta  résultante  soit  tangente  h  la  circonférence  ; 

dOQC 


a»y- 


3ffr* 


d'où,  pour  l'intensité  S  de  l'effort  de  glissement  : 
S=  - — ■  t/o'-)-4w*  =  „ — 

3ffr'  V  Sirr" 

le  maziaium  de  S  flo  produit  le  long  do  l'axe  Z,  pour  A  =  3  r 


^  .-i^He 
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La  valeur  maximum  de  l'intensilé  des  efTorls  de  glissement 
est  donc  à  la  valeur  moyenne  de  celle-ci  dans  rhypolhëse 
d'une  répartition  uniforme  des  elTorts  sur  la  section  comme 
4  est  à  3. 

Exercice  18.  —  Quelle  force  de  cisaillement  le  rivet  N  de 
la  poutre  rivetée  (fig.  38)  a-t-il  à  supporter^  la  réaction  de 
r appui  étant  de  6.000  kg  ? 


x 


200"  10 


1Ù^^*tO 


sao 


Cio 


Y 


r^ 


.y"^ 


/"^ 


K^ 


jYO 


s-  I30^>* 


V^k 


MmiMm 


eoooRg, 
Fig.  38 


3 


Solution.  —  La  formule  (76)  donne 

P=YT 
PourI,  on  a  avec  une  approximation  suffisante 


1  =  2X4  ÎX23,5'+—  =  60022  cm* 

On  a  simplement  estimé  à  23,5  cm.  la  distance  du  centre 
de  gravilé  de  l'ensemble  formé  par  la  plate-bande  et  les  deux 
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cornières,  au  centre  de  gravilé  de  la  section  enliJ^re  ;  la  déci- 
male est  iialurellemenl  incertaine. 

La  valeur  approsimalive  de  1  déterminée  ainsi  est  1res 
suFOsante  pour  ce  genre  de  calcul;  si  l'ou  ne  veut  pas  s'en 
cunlenicr  il*  est  facile  de  dôleitaîner  I  d'après  la  mélliode 
in<lii]née  précédemment.  Le  momeiU  stalique  T  de  ta  plate- 
bande  et  des  cornières,  relatif  à  t'axe  neutre  de  la  section,  se 
détermine  de  la  même  façon  : 

T  =  46x23,3  =  1.08lcm' 
d'où.  Vélanl  6.000  Icg.  el/=t2cm. 
„      0.000x12, 


11.033 


1.081  =--1.300  kg. 


Celte  force  de  cisaillement  se  répartit  sur  les  deux  sections 
des  rivets  situées  do  chaque  cdté  de  l'Ame. 

Exercice  19.  —  Dét^riiànvr  la  ligne  élasdijtie  d'un  firiame 
ffont  la  section  transversale  varie  f/e  telle  sorte  gne  I  soit  en 
chaque  point  pro/wrtionu/'l  au  moment  fléchissant  M. 

Solution.  —  Posons 


nooR  avons,  c  étant  une  constanle  : 


onaelb  désignent  les  constantes  d'intégration.  Celte  équation 
est  valable  pour  loule  la  longueur  du  prisme,  si  la  condition 
pc>s«ed8ns  l'énoncé  est  exactement  remplie.  La  ligne  élastique 
C9l  une  parabole  ;  pourx^o  oi  j:^/,  y  ^o,  donc  : 

cl* 
fi^=o       et       o  =  —  — -f-rt/ 
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la  flèche  au  milieu  du  prisme  est  par  suite  : 

'  8 

Soient  Mm  et  Im,  le  moment  fléchissant  et  le  moment  d'iner- 
tie pour  le  milieu  du  prisme,  on  a 


/  = 


Mm^ 


8ïmE 


Supposons  le  prisme  sollicité  par  une  force  unique  P,  agis- 
sant au  milieu  : 

Mm  =-r 


et 


/  = 


3«mE 


Si  le  moment  d*inertie  de  la  section  était  constant  et  égal  à 
Im,  nous  aurions  d'après  la  formule  (83)  : 


/= 


48I^E 


la  flèche  est  donc  de  50  0/0  plus  grande  dans  le  cas  présent 
que  dans  le  cas  du  prisme  à  section  constante. 

L'hypothèse  de  I  proportionnel  à  M  est  sensiblement  satisfaite 
dans  les  poutres  rivetées  dont  la  section  est  renforcée  vers  le 
milieu  par  l'addition  de  semelles  de  telle  façon  que  R  ait 
à  peu  près  la  même  valeur  dans  toutes  les  sections.  En  effet, 
les  semelles  ne  modifient  pas  sensiblement  la  hauteur  de  la 
poutre,  de  sorte  que 

RM 

est  partout  à  peu  près  proportionnel  au  rapport  -- 
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Exercice  W.  —  Calculer  la  comtante  x  de  la  formule  (84) 
pour  une  section  circulaire. 

Solution.  —  La  formule  (85)  donne 


/ 


^xy  = 


" —        Vf 

Nous  avons  trouvé,  à  l'exercice  17,  pour  une  section  circu- 
laire : 

4Vr« 

37rr* 

OÙ  2z  désigne  la  longueur  de  la  corde  distante  de  y  de  Taxe 
des  :;. 

Si  nous  ne  tenons  compte  dans  le  calcul  de  x  que  de  la  com- 
posante Sxy  des  efTorts.  de  glissement,  soit  de  la  composante 
parallèle  à  la  direction  des  forces  extérieures,  nous  avons  en 
utilisant  les  notations  de  la  iig.  (37)  : 


J  97î*r« 

Nous  pouvons  écrire 


z'dF  =  32  /  z'di/=  64  /  (r«  — y«)     dy 

fir^-f)''dy  .J^Ziy^  i^^r2-,f_)±^  y  v/^TT^  + 

-4-- r'  arc  sin- 
16  r 

en  introduisant  les  limites,  il  vient  : 


z'dF  —  lOTrr* 
et  par  suite 


/ 


10 

"=9 


On  pourrait  naturellement  calculer  x  en  partant  de  S  et  non 
de  Sxy  :  on  trouverait  une  valeur  un  peu  plus  grande.  Comme 
il  ne  s'agit  toutefois  que  d'obtenir  une  valeur  approximative, le 
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calcul  tel  que  nous  venons  de  le  faire  est  absolument  suf- 
fisant. 

Exercice  il.  —  Calculer  les  réactions  des  appuis  (Tunprisnie 
sollicité  par  une  charge  uniformément  répartie^  reposant 
librement  sur  4  appuis  rie  même  niveau  et  équidistants. 

Solution,  —  Par  raison  de  symétrie,  les  réactions  C  des  appuis 
intermédiaires  sont  égales  entre  elles  ;  de  même,  les  réac- 
tions A  des  appuis  extérieurs.  Celles-ci  sont  égales  à 

a  désignant  la  distance  de  deux  appuis  consécutifs,/)  la  charge 
par  unité  de  longueur, 

Le  moment  fléchissant  pour  une  section  d'abscisse  x  de  la 
travée  de  gauche  est  (x  étant  mesuré  à  partir  de  Fappui  de 
gauche)  : 


M=.(3^'_C)-^ 


Téquation  différentielle  de  Parc   correspondant  de  la  ligne 
élastique  est  donc 

</x«         2  ^^      \  2  / 

d'où 

pour      X  =  0,       y  z=L  0  d'où  K'  =  o 

et  pour      a:  =  a,       y  =^  o  d'où  : 

24  ^  6  \  2  / 

24  6 

Pour  une  section  de  la  travée  suivante 


...M' 
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les  abscisses  :r  étant  comptées  à  partir  du  second  appui  de 
gaucho,  nous  obtenons  donc  : 


d'où 


(/•r         6  4          ' 

pour      X  :=  0  ?/  ==  o          d'où  K'"  =  o 

pour      X  =^  a  !/  =  o          d'où  : 

pa*   ,  Ca»       pa*  ;)a*       ,,,, 


24    '     2  12 

Enfin  nous  avons  encore  la  condition   que  les  deux  arcs  de 

la  ligne  élastique  se  raccordent   tangentiellement.    Donc  — 

pour  x=sa  dans  le  premier  arc  doit  être  égal  à  la  valeur  de 

-^  pour  a:  =  o  dans  le  second  arc.  Ceci  nous  donne  l'équation 
dx 

pa 


6  2  \  2  /^ 


OU,  en  introduisant  les  valeurs  trouvées  pour  K  et  K''  : 

-  C  —  -pa'  H-  r,/>a'  —  C  -  =^^pa'  —  C  - 
2  12^  24^  6        24'  2 

C  est  la  seule  inconnue  dans  cette  équalion.  Il  vient  : 

11 
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et  par  suite 

Exercice  i??.  —  Deux  prismes  de  longueurs  /|  et  1%  reposant 
librement  par  leurs  extrémités  se  croisent  à  angle  droit  en 
leur  milieu.  Les  deux  prismes  sont  assemblés  dhine  înaniêre 
invariable  au  point  de  croisement  et  sollicités  en  ce  point  par 
une  charge  isolée  P.  Déterminer  la  répartition  de  cette  charge 
entre  les  deux  prismes. 

Solution^  —  Soient  Ij  et  I,  les  moments  d'inertie  des  pièces  ; 
la  flèche  du  milieu  doit  être  la  même  pour  les  deux  prismes, 
et  si  C  est  la  part  de  Tun,  Taulre  supporte  une  charge 
P  —  G  ;  nous  avons  donc  Téquation  de  condition  : 

iSEfi  48E1, 

d'où 

Vil 


C=P 


La  méthode  resterait  la  même  si  les  prismes  ne  se  croi- 
saient pas  au  milieu,  mais  en  un  point  quelconque.  On  aurait 
alors^  non  plus  à  égaler  les  flèches  /,  mais  les  ordonnées  y  de 
la  ligne  élastique  des  prismes,  correspondant  au  point  de 
croisement. 


CHAPITRE  QUATRIKME 

"ïNERGlE  POTENTIELLE  WTERNE  OU  TRAVAIL  DE 
DÉFORMATION 


J  I.  Energie  pottntieUe  interne  d'un  prisme  droit  Imcaillant  A  ta 
/te.TÎtin.  —  sa.  Travail  de  déformation  des  actions  moléculaires  normales. 
—  S7.  Travail  de  déformai  ion  des  actions  moléculaires  UDgentielles.  — 
58,  Relation  entre  le  travail  de  ddformMion  et  le  travail  îles  forces  exlârieti» 
res.  —  59.  Applications  des  résultats  prccédeuls. 

I  î.  T/iëorèmes  de  Cailigfiiiiia.  —  60,  Propriétés  des  dériTées  partielles 
du  travail  de  déformation  prises  par  rapport  au\  forces  exlérieures.  — 
61.  Applicntion  nu  calcul  des  forces  de  liaison.  —  63.  Exemple.  — 
63.  Charges  instantanées,  chocs. 

S  3.  Théorème  de  Maxwell.  —  64.  Réciprocité  des  déplacements  des  points 
d'application  des  forces  exlérie  a  res,  —  6S.  Applications. 

Exercice»  N»  33  à  35. 


§1. 

ENERGIE    POTENTIELLE    INTERNE 
DX-N  PRISME    DROIT  TR.WAILLAiVF  A  LA  FLEXION 

Att.  Travail  de  déroriunClon  dm»  aetiuns  moléenlai- 
resMarmalen.  — Nnu^avoiiR  défini,  &  l'article  29  le  travail  de 
déformation  commentant  le  travail  méi^aniquo  des  Forcesinté- 
rieurcs  corrélatives  de  la  défnrmalion  du  corps,  Si  les  actions 
moléculaires  tangenltellessont  négligeables  devant  les  forces 
ialf^ricures  normales  ou  si  elles  sont  nulles  (ca.î  t/e  Inflexion 
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simple)  on  trouve,  pour  le  travail  spécifique  de  déformation, 
l'expression  (42)  : 

on  a  d'aulre  part  (éq.  49)  : 

Introduisons  cette  valeur  R  dans  la  formule  (42),  multiplions 
par  Télément  de  volume  ^t,  et  intégrons  à  l'intérieur  d'un 
prisme  élémentaire  de  longueur  ^:r,  nous  obtenons  ainsi  Téncr- 
gie  potentielle  interne  ^A  accumulée  dans  cet  élément  du 
prisme  : 


=/^  y'' 


or  on  a 

(h  =  dF.  àx 

de  plus  M,  Ë,  I  eidx  sont  constants  ;  il  vient  donc 


2EP 


:/y'. 


mais 


fy'dF  = 


donc  finalement 


''^  =  w  ''^  <^^> 


Nous  pouvons  établir  cette  formule  par  une  autre  méthode. 
Considérons  à  cet  effet  un  prisme  élémentaire  pendant  le  phé- 
nomène de  la  déformation.  Les  actions  moléculaires  normales 
agissant  sur  les  deux  sections  transversales  sont  des  forces 
cxlérieures  par  rapport  au  prisme  élémentaire  et  l'énergie  po- 
tentielle interne  de  celui-ci  est  égale  au  travail  fourni  par  ces 
forces  durant  la  déformation.  Peu  importe  que  le  prisme  entier 


.î*  •-;•-■_--. 
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r  soil  en  mouvement  ou  au  repos  ;  en  elTel,  les  forces  agissant 
sur  le  prisme  élémonlaîre  se  fonl  équilibre,  elleur  travail  serait 
nul  dans  un  mouvement  de  la  pifece  cnliêre.  Il  suffit  donc 
de  considérer  les  mouvements  relatifs  des  molécules  à  l'inlé- 
rieur  du  prisme  él(:menlairo.  Cour  nous  faire  une  idée  esacle 
de  ces  mouvements,  supposons  l'une  des  sections  transversales 
lise,  immobile,  nous  savons  que  Paulre  section  tourne  dans  la 
dHormalion  d'un  angle  //-i  par  rapport  à  la  section  fixe.  Cet 
nngle  est  donné  parla  formule  (77)  : 

L(?  travail  des  actions  moléculaires  agissant  sur  la  section 
transversale  supposée  immobile  est  nalurellcmcut  nul.  l'our 
l'atilre  seclîon,  les  forces  inlérieures  se  réduisent,  comme 
nous  Tavoiis  vu,  h  un  couple  de  moment  égal  au  moment  tlé- 
chi.ssant  M,  le  travail  de  ces  forces  sera  donc 

ainsi  que  nous  l'avons  trouvé  plus  haut.  Nous  avons  posé 

parre  que  le  moment  M  n'est  pas  constant  pondant  la  défor- 
mation, il  croît  au  contraire  de  o  à  M  :  il  faut  donc  introduire  la 
Taleur  moyenne  dans  le  calcul. 

L'énergie  polenlielle  inlerne  du  prisme  entier  est  naturel- 
Icmeiil 


:'fjr 


■Zj   lE 
rinlégrale  étant  éleniluc  â  la  pii-ce  enlière. 


189) 


AI.  'l'pn«'Mll  tic  fléforiuAtioii  de«  aetions  inuléculai* 

Brea  (augreatlelloi*.  —  Lorsi^u'il  n'est  pas  permis  de  négliger 

lesacltons  moléculaires  langent  ielles,  revpri'ssion   du  travail 


lie  déformalion  d'uiiprismc  Iravaillant  k  lafloxion  contienloi 
iprmp  dt>  plus  qu'il  est  facile  île  ilélcrmiaereD  se  btMul  sttf* 
les  résultais  du  S  6  du  cliapilrc  IIJ. 

Kcmanpiuiis  que  le  travail  des  aclionn  Icingemiolles,  du 
la  déformalion  due  aux  actiuris  nbrinales,  est  nul,  les  poïnU 
d'application  des  actions  tnng'eitiieltes  se  déplaçaut  perpoudi- 
culairemenl  i\  leur  direction.  Inv«r»pmenl  et  pour  la  rnAms  ' 
raison,  le  travail  des  actions  moléculaires  uonnules  est  nal 
pendant  la  distorsion,  c'esl-ii-diro  pendant  le  glissement  rela-  . 
lif  des  doux  sections  transversales.  Lit  travail  do  déformation  1 
total  d'un  prisme  élémentaire  est  donc  égal  à  une  somme  do  i 
deux  termes,  l'un  représentant  le  travail  des  actions  normales 
pendant  la  rotation.  l'aulro  i^lant  égal  au  travail  des  actions 
taDgcnliello»  dans  la  distorsion.  Nous  avons  trouvé,  art  S3, 
pour  le  travail  de  défnrmalioii  dû  aux  actions  moléculaires  taii- 
gentielles  : 


^  V  r/M  = 


sa  F 


dx 


Par  suite,  le  travail  de  déformation  d'un  prisme,  en  tenanfl 
compte  des  actions  moléculaires  langentinlles,  est 

(90) 


si  Ii-prisHK'  travaillait  simultanément  ù  lu  flexion  cl  &rcxtcD-| 
siun  (ou  il  la  compression)  \\  fiiudrail  ajouter  un  lroisî6ili«^ 
terme  fi  l'expression  piécédciitc,  représentant  le  travail  desl 
actions  moléculaires  dévelopjiéi's  pnr  cel  effort  normal. 


AN.  Itrlntiou  entre  le  Iravall  dr  «Irrorniittiaii  r(  Ir  I 
Irninil  tle>  force*  cxiérieureii.  —  l^n  vertu  du  principe! 
de  lacunscrvalion  de  l'éueigie.le  travail  de  déformation,  loill 
l'onorgie  pulenticlle  interne  du  prisme,  est  nécessairemcnl  | 
ég;al  RU  travail  des  forcus  exlérieuies  pendant  la  déforma- 
lion.  Il  est  donc  possible  de  trouver  une  autre  expression 
pourAetdtt  l'égaler  ù  celle  <juc  nous  venons  d'établir. 
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Les  réactions  des  appuis  ne  foiirnisaenl  aucun  travail;  t'ii 
offel  luurspoinU  d'applicalionsoiilouabsolumeiil  fixesousus- 
ceplibles  tl'wn  iléplacemenl  le  long  de  1&  surface  d'appui;  oi- 
i  dans  ce  cas  lo  chcniin  parcouru  osl  perpundioulairc  à  ladirec- 
lioD  de  la  force.  Il  y  a  toutefois  des  exceptions  :  par  exemple, 
le  déplacement  des  rouleaux  de  friction  sur  lesquels  reposent 
généralement  les  extrémités  des  poutres  mélalliqiics,  ne  poul 
se  produire  sans  un  travail  notable  destiné  à  vaincre  le  frolte- 
raent,  et  dont  il  faudrait  tenir  compte.  Dans  ce  qui  suit  nous 
exclurons  les  cas  de  ce  genre  ;  les  résultats  trouvés  ne  seront 
donc  slriclement  exacts  que  si  le  travail  des  réactions  des 
appuis  est  bien  nul. 

Soient  I'  l'une  des  forces  extérieures  agissant  sur  le  prisme, 
y  le  déplacement  de  son  point  d'application,  mesuré  dans  la 
ilireclion  delà  force.  Par  suite  de  l'accroissement  graduel  de 
P  pendant  la  flexion,  le  travail  de  celte  force  sera 


A  =-  i:  Py 

9  J 


(91) 


la  somme  s'étendant  à  toutes  les  forces  extérieures  agissant 
sur  le  corps.  Si  les  charges  étaient  rc^parties  d'une  façon  con- 
tinue, nous  aurions  une  intégrale  au  lieu  d'une  somme. 


A9.   Applicntiau    de*   réaoltat*  |irécéilen(a.  —    Si  le 

prisme  n'est  sollicité  que  par  une  force  unique,  on  pourra,  en 
égalant  les  formuIes(89)  ou  (90j  à  (91),  calculer  tedéplacement 
du  point  d'application  de  la  charge. 

Soit  donné  par  exemple  un  prisme  encastré  à  l'une  des  ex- 
trémités et  sollicité  à  l'autre  par  un  poids  P.  Le  moment  flé- 
chissant agissant  dans  unt^  section  transversale  distante  de  x 
de  l'extrémité  libre  est 

Pi 
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Nous  avons  donc, en  négligeant  les  aclions  moléculaires  lan- 
genlielles  : 


~  2IE  /      ^  ^  -^  —  6IE 

«^  0 


/élanl  la  longueur  du  prisme^ 

soil  /a  flèche  à  Texlrénfiilé  libre  le  travail  de  la  force  P  est 

jP/,  nous  aurons  : 

z 

V  — — 

r  ~  6IE 

'^^  3ÎE 

en  comparant  ce  résultat  avec  la  formule  (83)  qui  donne  la 
flèche  d*un  prisme  reposant  librement  sur  deux  appuis  et 
chargé  au  centre  par  une  force  P,  on  reconnaît  que  le  prisme 
encastré  que  nous  venons  d'étudier  se  comporte  exactement 
comme  une  moitié  de  prisme  de  longueur  double  reposant 
sur  deux  appuis  el  sollicité  au  milieu  par  une  charge  double. 
Si  Ton  voulait  tenir  compte  des  actions  moléculaires  tan- 
gentielles,  il  faudrait  calculer  A  selon  la  formule  (90).  On 
retrouverait  les  résultats  trouvés  plus  haut  par  une  autre  mé- 
thode. 


§  2 
THÉORÈMES  DE  CASTIGLIANO 


GO.  Propriétés  des  dérivées  partielles  du  trairail  de 
déformation  par  rapport  aux  forées  emtérlenres  '.   — 

\ .  Cet  article  cl  les  suivants  difl'èrent  sonsiblomeol  du  texte  original  al- 
lemand, l'auteur  ayant  saisi  J  occasion  de  la  publication  d*une  édition  fran- 
çaiso  pour  reclifier  une  erreur  commise  Inrs  de  la  rédaction  de  ce  §. 

N.  du  T. 
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Supposons  que  l'iirte  quelconque  des  forces  extérieures,  1\,  su- 
bisseuii  accroissomenl  infiniiueuL  pelit  e(  calculons  l'accrois- 
semetil  correspondant  du  travail  de  ilétormalion.  Le  rapport 
de  ces   deux  accroissemcnis,  c'cst-à-dirc  la  dérivéo   partielle 


peut  se  calculer  de  diverses  inanières.  Le  moyen  le  plus  sim- 
ple consiste  à  dériver  parliellemenl  la  formule  (91)  par  rapport 
à  Pi;  il  vient,  si  l'on  remarque  que  ledéplacemenl  y  de  chaque 
force  dépend  de  P,  : 


'/y  , 


d\\ 


(92) 


Le  calcul,  tel  que  nous  venons  de  le  faire,  revient  à  admettre 
que.  tandis  que  les  autres  forces  extérieures  croisseut  de  o  b, 
leur  valeur  niasimum  P,  P,  passe  de  o  à  P,-  H-  d  F,.  Nous  au- 
rions pu  supposer  les  forces  appliquées  d'abord  toutesavecleur 
intensité  primitive  puis  ensuite  faire  croitie  P,*  de  (/  Pf.  Du 
rcale,  l'ordre  dans  lequel  noussupposoiis  les  forces  appliquées 
I  cstinditTérent;  enefTel,  dans  lesdeux  cas.  l'étatfînal  est  le  même 
ol   par  suite  aussi  le  travail  des  forces  extérieures,  puisque 
ce  travail  est  égal  '&  l'énergie  potentielle  interne,  laquelle  ne 
dépend  que  de  l'élal  final.  Cette  déduction  suppose  toutefois 
que  le  travail  des  forces  extérieures  se  transforme  en  entier 
eu  énerj;ie  potentielle;  elle  cesserait  donc  d'être  exacte,  s'il  se 
produisait  des   frottements  ou  tifs  déformations  plaslitjiies. 
,  D'autre  part,  il  n'est  pas  nécessaire  que  les  déformations  aient 
^  lieu  suivant  la  loi  de  Hooke,  il  sufiit  qu'elles  so\eni par f aï /e- 
I  weiii  ^/(tsfiçimf,  hu  sens  donné  précédemment  à  ce  terme. 
Hestrcig nonx  maiiUenant  noire  étude  aux  corps  satisfaisant 

à  fa  foi  de  Ifooke;  nous  pouvons  alors  déterminer  ^r-de  la   fa- 

çou  suivante.  Les  forces  extérieures  étant  appliquées  avec  leur 
{nlonsitil  Tiormale  fournissent  le  travail  A.  Si  nous   augmen- 


tons  Pi  de  d  Pi,  le  déplacemeol  y  de  l'une  quelconque  dos  for- 
ces fl'accroU  de 


le  travail  corrélatif  de  la  force  P  (laquelle  reste  constaute  pea- 
dant  le  déplacement)  est 


dP, 


rfP. 


Cette  expression  est  valable  pour  toutes  les  forces  exlérieures, 
y  compris  Pj.  Il  faut  de  plus  tenir  compte  du  travail  de  ttPi  ; 
Pi  passant  insensiblement  de  la  valeur  Pi  à  Pi  +  c/Pi,  ce 
travail  est 


2       'dp,-      * 

C'est  Ih  une  quantité  iofiDiment  petite  du  second  ordre  que 
nous  pouvons  négliger  devant  les  autres  termes.  Il  vient 
donc  : 

€/A=2P^JPi 


(93; 


en  égalant  les  deux  expressions  (92)  et  (93)  trouvées  pour — 
OD  trouve 

y.=  SP^.  (94) 

et  par  suite 

Il  est  possible  d'établir  directement  ce  résultat.  Appliquons 


CstBoit;  i''.)TiiNTii;i.[,t:  lvtehni':  oU  thavail  ni';  déformation    les 

d'abord  sur  lu  pristno  la  soûle  Torco  riP,;  le  iravuil  do  défur- 
malîuu  corrospondaiileat: 


Appliquons  eosuilû  les  chargea  P,  on  les  faisant  passer 
insensib Ionien l  de  »  &  leur  valeur  maximum  :  le  prisme  subit 
la  mémo  dûTormation  que  précédemmenl  ;  les  forces  P  four- 
niisenl  dune  lo  m£nie  travail  A  ;  on  mûme  lomps  lo  point 
d'application  du  f/Pi  se  déplaco  de  yj,  le  iravail  corrélatif  do 
(il'i  est  : 


d?i 


Ooiio,  un  négligeant  les  inlininienL  petits  du  second  oidro, 
il  vioat  : 

A  +  '/A=ii:Pir4-ff.'/P. 


comme  plus  liaul. 

Nous  pouvons  formuler  comme  suit  le  coiilonu  do  la  for- 
mule (98)  :  Le  riéplacement  i/ii  /joint  il' application  d'une 
fttrte  e-rt^rieure  agissant  sur  un  corps  satisf'aixanl  à  In  loi  rtc 
Hooif  w/  ''gai,  f/aiiM  h.  cas  d'une  déformation  ëlasfiquit  (lu 
corps,  à  la  dfirÏKèp  partielle  du  travail  de  dé/onna/inn,  prise 
par  rapport  à  la  (•ircp  considérée.  Ce  ihiSort'me  asl  dû  à  Caslî- 
gliano. 

Comme  nous  l'avons  dll,  les  déplacements  sont  comptés 
suivant  la  direction  des  forces  correspondantes,  ils  sont  positifs 
ou  négatifs  suivant  que  leur  sens  coïncide  ou  non  avec  celui 
des  forcos. 

Nous  avons  établi  le  ihéoritme  précédent  en  supposant  les 
forres  tiilérieuresappliquOos  à  un  prisme,  mais  il  est  bien  érl' 


dent  que  colle  reslriclion  est  inutile  :  le  tbéorème  s'apiilifjuc 
il  tout  coi'p»  satisfaisant  aux  conililioiis  indiquées. 


«I.  Appllonlian  nu  rnlcul  dcB  fvrec»  de  liiiixau 

En  général,  tontes  les  forces  extérieures  agissant  sur  le  prisme  J 
ne  sont  pas  connues,  nous  avons  en  précède  ut  ni  enl  l'occasion  | 
de  calculer  :  par  exemple,  les  réactions  des  appuis  sur  les- 
quels reposait  la  pièce.  Le  corps  considéré  est  le  plus  sou- 
vent relié  k  des  corps  voisins  do  sorte  que  certains  de  ses  poiats  1 
De  peuvent  se  déplacer  librement.  Pour  déterminer  les  réac-  I 
lions  exercées  par  les  corps  avoisinanls  sur  la  pièce,  on  se  ser-  I 
vira  de  la  remaniue  que  ces  forces  dépendent  des  gênes  appor- 
tées aux  (léplaeements  des  points  soumis  aux  liaisons.    C«s 
déplacements  sont  le  plus  souvent  nuls  ou  de  grandeur  connue, 
dans  le  cas  le  plus  géniSral,  ils  peuvent  i>trc  représentés  en  fonc- 
tions connues  des  forces  de  liaisons. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  1*  Les  liaisons  sunl  telles  quo 
le  nombre  des  forces  inconnues  à  déterminer  est  précisément 
égal  à  celui  desi.'qualiuns  universelles  dV'quilibrc  dont  on  dis- 
pose. Le  problème  se  résout  alors  comme  s'il  s'agissait  non  ] 
d'un  corps  élastique  mais  d'un  solide  invariable.  Nous  dirons  1 
que  les  forces  extérieures  connues  et  les  forces  do  liaisons  1 
inconnues  forment  un  système  i.\o.\fat>^iie.  2"  Les  forces  incon- 
nues sonl  en  plus  grand  nombre  que  les  équations  d'équilibre. 
Nous  savons   déjii  quo,  pour  résoudre  le  problème  inrierminé 
au  point  de  vue  de  la  Mécanique  générale,  il  est  aécessaira  deJ 
faire  intervenir  les  équations  fournies  par  la  résistance  des'l 
matériaux,    qui  délinissent  les  rapports   existants   entre   loi 
déplacements  élastiques  permis  par  tes  liaisons  et  les  réactiooB  1 
exercées  sur  la  pièce  prismatique.  Nous  dirous  dans  ce  cas  qua  ■ 
les  forces  extérieures  et  les  liaisons  constituent  uu  systënia  f 
hyperslntiquf. 

Formons,  par  rapporta  l'une  de  ces  forces  do  liaison  l'é-l 
quatioii  (9S)  :  le  membre  de  gauche  est,  comme  nous  venons  I 
de  le  voir,  une  quantité  connue  dépendant  de  la  nature  do  la| 
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liaison:  nous  pouvons  donc  ainsi  établir  autant  d'équalions 
de  cundiliuiis  qu'il  y  a  d'inconnues  indi^lcrmïnées  el  par  suite 
résoudre  le  problème.  En  parliculinr,  si  la  liaison  csL /(^f  ou 
eompif-le  {artkiiladon  ap/tt-riqiie  fire  :  un  poînl  fixe,  géné- 
ralemeni  te  centre  de  graviti' d'une  section  ;  nrlicuUtdoit  ci/tiii- 
t/rigitr  (ire:  une  droite  fisc,  généralement  un  diamètre  de  la 
«section  ;  fiims/rcmeiif  ft.re  :  te  plan  de  ta  section  de  liaison 
est  invariable  dans  l'espace),  lo  déplacement  du  point  d'appli- 
cation de  la  réaction  correspondante  est  nul  cl  l'équation  (95) 
devient 


d.\ 


(96) 


I^  marctiu  à  suivra  est  donc  la  suivante  :  après  avoir  fait   \ 
clioix  des  Inconnues  statlquement  indéterminées  du  problème, 
on  exprime  les  inconnues  restantes  en  fonction  de  celles-ci  ' 
il  l'aide  des  équations  universelles  d'équilibre;  on  forme  de 
Œi^mG,   en  fonction   des  inconnues  statlquement    indétermi- 
nées, les  moments  flécliissanls,  les  efforts  tranchants,  etc.,   et   ' 
le  travail  de  déformation  k  l'aide   des  équations  (89)  et  (901. 
En  appliquant  les  formules  (93(  ou  (S)6)  autant  de  fois  qu'il  y 
a  «l'incounues  à  déterminer,  on  obtient  des  équations  en  nom- 
bre  suffisant    pour    résoudre    le    problème    sans    ambiguïté 
aucune,  ces  équations  étant  toujours  du  premier  degré  par 
rapport  au:c  quantités  clierchées. 

La  méthode  est  du  reste  encore  plus  générale.  Il  n'est  pas 
nécessaire  qno  Pi  soit  une  force  seulement,  on  peut  entendre 
par  Pi  un  groupe  quelconque  de  forces  extLVieures,  k  condî- 
tiun  de  prendre  pour  i/i  une  quantité  qui.  multipliée  par  P(  (ou 
par  la  valeur  moyenne  de  Pi.  dans  le  cas  d'une  application 
graduelle  des  forces)  donne  le  travail  de  déformation  de  ces 
forces.  Cette  eslonsion  ne  modifie  en  rien  les  théorèmes  énon- 
rés.  Par  exemple,  on  pourra  prendre  comme  inronnue  un 
couple  de  forces  :  i/i  sera  alors  l'angle  dont  tourne  dans  la 
défonnalion  la  section  sur  laquelle  agît  le  couple  ;  en  partici 


lior,  si  la  teclion  ait  encastrén,  l'angla  daul  ello  tourne  esl  nul. 
Ot  l'on  pourra  encore  appliquer  l'équation  (96)  à  la  déler*  1 
minalion  du  couple  P(. 

Dans  les  calculs,  il  est  souvent  avanlagoux  de  décomposor  1 
la  systiïnia  liypcrKlatique  considéri!  on  doux  ou  plii&ioiira  pKr-  ( 
tîca,  et  cela  de  telle  horte  que  les  forces  extérieures  agiflMnt 
Bui-  chaque  portion  oiivisagée  en  ollc-nièmo  fotment  tm  sya-  i 
tëma  ifiOHlatiijue  :  les  inconnuen  staliqtiement  iudtUermtnées  ! 
du  problèmo  sont  alors  les  actions  molt^tilairns  relatives  aux  , 
surfaces  de  séparation.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  force»  | 
satisfont  à  IVqualiott  (96J. 

Supposons  le  système  divisé  en  doux  partio».  1  vl  2,  par  I 
une  surface  quelconque.  A  désignant  le  travail  lolal  de  dôfor-  1 
malien,  nous  pouvons  poser 

A=A,-i-A,  (07) 

A,  étant  le  travail  do  déformation  relatif  à  la  partie  t.  A,  le  I 
travail  relatif  ft  2.  Soil  V,  l'action  molécnlairo  régnant  en  un  | 
point  quelconque  de  la  surface  de  séparalion;  on  a(6qualioa  | 
SS)  pour  la  partie  f  : 

fJA, 

ol  de  même  pour  la  portion  S  ;  si ,  de  plus,  on  remaniue  quo,  la  I 
point  considéré  appartenant  à  la  foia  à  1  et  à  2,  son  déplaça- 1 
ment  est  le  m/tme  dans  les  deux  cas,  on  a  : 


(/A, 


(/Pi- 


le signe  —  du  membre  de  droite  vient  do  eu  qu'an  vertu  du 
principe  d'nction  et  île  réaction  la  force  agissant  au  point  oon- 
siiléré  sur  la  partie  2  est  —  l*|.  t!n  tenant  compte  de  ce  résul' 
tat,  l'équation  (97)  donne 
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Nous  pouvons  f'irtntiler  li>it  résultats  précédunla  do  la  fai;un 
suivante  : 

Les  dérit'éeit  partielles  'In  Irarail  île  'léformation  d'un  corps 
obémanl  à  la  lai  de  Houkc,  prises  par  rapport  à  des  forces 
fixtérieurfis  choisies  df  /ellf  façon  (pi'eUes  ne  produisent  elles- 
mêmes  aucun  travail,  sonl  nulles.  Les  équations  fjtii  eiprimeiU 
celle  condition  peuvent  servir,  le  cas  échéant,  à  déterminer  ces 
forces. 

CoUiécirëme,  fonnulé  pour  la  première  fols  parCaatigliatio, 
peul  »'éiioncei'  (l'uuu  façon  diflér<;nle,  plus  facile  à  retenir.  \ 
L'cqualion 


est  la  confiilion  nécessaire  pour  que  Pj  rende  A  maximum  ou  I 
minimum.  Formons  la  dérivée  seconde;  ayant  égard  à  (9!)), 
uous  trouvons  : 

le  second  membre  est  nécessairement  positif,  car  l'accroisse- 
mcnl  '/l'i  d'une  force  estérieuro  quelconque  P,  ne  peut  néces- 
sairemenl  produire  qu'un  acerotssemeiH  diji  de  y,  dirigé  dans 
le  sens  d«  Pi.  Il  s'agit  donc  ici  d'un  minimum.  Nous  pouvons 
par  conséquent  dire   : 

Ias  forces  de  imison  dont  If  travail  est  nul  sonl  telles  (/tte 
te  travail  de  déformnfion  du  sifstfiine  hi/perstatique  considéré 
nsl  minimum.  D'où  le  nom  de  théorème  du  travail  mini- 
nnini  du  déformation  donné  à  cette  propriété. 


•t.  Exemple.  —  Soît  donné  (lig.  39)  une  poutre  unifor- 
mément chargée  sur  toute  sa  longueur,  reposant  sur  3  appuis 
inègalemoni  distants.  Soit  q  la  charge  par  unité  de  loii- 
^eur. 

Comme  quantité  statiquenient  indéterminée  du  système 
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nous  prendrons  la  réaction  Z  de  l'appui  médian.  Les  condi- 
tions d'équilibre  donnent 

b\  kz  k^  2  a+b 

I  J         r.^q{a  +  b)       ^      a 

2  a-^-  b 

Le   nfioment   fléchissant 
^*8-  39  pour  une  section  quelcon- 

que de  la  travée  de  gauche  est 

A  s'obtient  à  Taide  de  la  forniule  (89). 

dk 
Nous  devons  calculer  ~,  et  égaler  celte  quantité  à  zéro.  Si 

dL 

nous  supposons  E  et  I  constants,  il  suffit  de  former  : 

dx 


dzj 


LeslimitesdeTintégrale  sont  des  constantes,  et  la  seule  quan- 
tité sous  le  signe  somme  qui  dépende  de  Z  est  M  ;  nous  trou- 
vons donc  en  différentiantsous  le  signe  somme  : 


/  rfZ 


pour  la  travée  de  gauche  nous  trouvons  : 

on  voit  immédiatement  que,  pour  obtenir  le  terme  relatif  à  la 
seconde  travée,  il  suffit  de  permuter  lî  contre  C  et  «  contre  6. 
Nous  aurons  donc  finalement  : 

(/z  ~  ME  I  \  3    ~    8  /  ^/Z  "^  V  3  8")  c/Z  { 

cotte  dérivée  doit  être  nulle,   le  point  d'application  de  Z  ne 

subissant  pas  de  déplacement.  En  remplaçant  ry  et —parleurs 
valeurs  : 

</B  b  dC  a 

d7.  a-^b  d'L  a  +  b 
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nous  obtenons  l'équation  : 

o  +  sVsL'       1  o-fij         ij       „  +  h\3U      ï 

d'où 

''=' M, 

I  en  raisanl /^f  =A,  il  vient 


Z  =7 


7" 


I  cooiinc   nous  l'avons  trouvé  piécédommont. 

On  le  voit  pur  cul  cxoniple,  riiiconvénitînl  di'  la  nu^ilhurlc 
f  réside  dans  la  Inngunnr  dos  calculs  qu'ello  e\igo,  incoiivénienl 
I  largement  compensé  par  lu  siin-lé  et  la  facilité  avec  laquelle 
lolle  coniUiit  an  but,  lorsqu'on  la  possède  comptêicmenl. 

•3.  CbnrceBiu«lni>tnuéc»4.el*oe». —  Nous  avons  toujours 
I  admis  jus(|u'â  présent  que  li^s  charges  appliquées  sur  le  corps 
I  croissaient  lentement  et  progressivement  de  o  à  leur  valeur 
1  maximum,  de  sorte  que  nous  pouvions  en  toute  rigueur  ad- 
I  roeltre  que  tout  le  travail  fourni  par  les  forces  eslérîenros  se 
Llraiisformail  on  énergie  potentielle  interne  et  négliger  par 
I  suite  les  vitesses  des  diflérents  poiiils  du  corps.  Bien  qu'une 
laDgraenialion  lente  des  forces  esléiieuros  soit  en  général  la 
tritglc,  il  est  intéressant  d'étudier  ce  qui  se  passe  lorsque  les 
I forces  sont  appliquées  d'une  fai;on  instautauéc,  c'esl-ii-dire, 
lenl  brusquement  de  zéro  à  leur  valeur  maximum.  Dosi- 
Igoons  par/,(  le  déplacement  iln  point  d'application  d'une  force 
Ip,  lursque  celle-ci  est  appliquée  instantanément, /j  étant  me- 
I  sure  sur  la  ligne  d'action  de  la  force.  î.a  force  P  fournil  ihns 

!  tl*>plu».>meut  un  travail  égal  h  : 

l'A/ 

Oo  voit  immédiatement  que  fd  est  plus  grnnd  que  le  dépla- 


ceirifiit  f%  qui  so  produirai!  dans  le  cas  d'uan  application  lenl*  ] 
et  progreftHJvc  de  F.  Car,  torsi]Uc  la  déformation  élastique  4  J 
allciiil  Ib  vfili-ur  /„  Pu  déjk  rtiuriti  un  Iravajl  !'/■,  i^gal  au  dou-l 
ble  de  l'énergie  polontiello  interne  i|iii,  d'après  teK  résuUaU;!] 
précédcnls.  correspondrai!  k  cctiu  déforma! ion  :  il  ne  peul  doner 
y  avoir  équilibre  dans  r-elle  posiiion  ;  au  contraire,  l'autrs  1 
moitié  du  travail  dea  forces  esttîrii-urea  s'ost  transformée  en  j 
éncrpis  cinétique,  et  la  déformation  dépasse  la  ralctir  f,,  ' 
Dans  cp  mouvemi^iit,  la  force  vive  des  masses  en  niouvemenl^ 
se  transforme  en  énergie  potentielle  iiileriie,  et,  lorsque  la  dé- 
formation a  atteint  sa  plus  grande  valeur  /,(,  la  force  vive  est] 
nnlle  et  l'énergie  potentielle  interne  égale  à 
A  ±  Vf.i 

Le  corps  ne  saurait  toutefois  connerver  cette  position,  JM 
(léformalions  étant  pi  ub  grandes  que  celles  qui  corrcspoaduul'a 
('  danfiTi^tiit  de  repos;  il  se  produit  parsuile  des  oscillaUoau 
dex  vihraiions  autour  do  la  position  d'équilibre /i. 

Un  sait  par  expérience  que  ces  oscillations  diminuent  \ 
il  peu,  soit  parce  que  les  déformations  ne  sont  pas  absolumân^ 
élastiques,  soil  pur  suite  des  résislaiicea  passives.  Puisque  u 
telle  pcrli!  d'énergie  se  produit  durant  le  phénoniJ^ne,  il    esl^ 
naturel   d'admettre  qu'elle  a  lieu  déjà  pendanl  la  [ircuiièri 
oscillation,  et  pur  suite  il  convient  de  poser 

A  =  ..P/j 

it   étant  un  facteur  dépendant  des  circonRlanc es  acccssoiroSi 
mais  en  Ions  cas  plus  petit  que  1. 

Il  ne  s'agit  pas  d'étudier  le  mouvement  vibratoire  dn  eorpt 
autour  de  sa  position  d'équilibre,  mais  seulement  dcdétermi'-^ 
ncr  le  plus  grand  trnvail  auquel  est  soumise  la  matière,  daraat^ 
le  pliénoni5nc,  (^elraviiïl  dépend  de  la  déformation  mftxîaïQiR;^! 
donc  de  /j  .   Pour  trancher  la  question,    le  plus  siinplf<  est  àé' 
déterminer  la  force  P' qui, appliquée  progressivement, produid 
rait  la  même  déformation  /j.  Nous  savons  queréucrgiepolei 
ticlle  interne  serait  : 
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el  commit  A  ilésigne  dans  les  doux  can  laiiiëme  énergie  polen- 
tiellâ,  celle-ci  ne  dépend  que  de  l'i^tat  de  déformation  alteliil, 
I  nous  obtenons  en  égalanlli-s  deux  valeurs 


ou,  en  Faisaril  upj>rox 


iximHlive[tji>i)l  I 


r'=2P 


(99) 


L'application    iusianlanée  de   la  chiir^e  produit,  donc  un 

travail  delà  malîëre  double  dp  celui  qui  correspondrait  à  une 

application    lente  el  progressive  des  cliarges.    Il  est  souvent 

I  nécessaire  de  tenir  compte  de  ce  fnil  dans  les  calculs  de  résis- 

I  lance  de  certaines  constructions. 

Quoique  chose  d'analogue  se  présente  dans  le  cas  des  ponts 

I  de  chemins  de  fer,  sur  Iesi]ue1s  passent  des  trains  animés  d'une 

I  ^ande    vitesse.    TouleFoif;  la  question    est    beaucoup    plus 

I   campliiiiiée  ;   pour  la  rL^soudre  il  y  aurait  lieu  d'examiner  la 

nature  des  vibrations  de  la  construction.  On  peut  cependant 

affirmer  que  les  déformations  subies  seront  plus  grandes  que 

celles  que  produirait  une  cliarge  statique  égale,  De  là  l'idée 

d'introduire  dans  les  calculs  la  cliarge  mobile  multipliée  par 

un  certain  facteur  numérique.  Gerbor  proposait  de  prendre  ce 

facteur  égal  h  1,B,  r'esl-à-diro  un  nombre  plus   polit  que  la 

valeur  2  trouvée  dans  l'équation  (99).  En  etTet,  il  n'y  a  pas  ici 

I  une  application  instantanée  de  la  charge,  de  sorte  que  l'ang- 

I  menlAtion  du  travail  (;-iasli<|ue  n'est  pas  aussi  forte  que  dans 

le  cas  étudie  plus  haut. 

Chocs.  Il  nous  resle  encore  h  examiner  le  cas  des  chocs  pro- 
premenl  dits.  Soit  i:  la  vitesse  acquise  par  la  charge  au  moment 
considéré,  mesurée  dans  le  sens  de  la  déformation  qui  se  pro- 
duit. La  force  yjve  L  que  possède  la  charge  est  égale  à  : 


î.? 


-=Ph 
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//  désignant  la  haulour  de  chnte  nécessaire  pour  produire  la 
vitesse  r. 

Noiîs  pouvons  traiter  ce  cas  comme  le  précédent  et  poser  : 

A  =  //P(//  +  /-rf)  iiOO) 

//  désignant  unfacteur  numérique  qui  peut,  ici,  être  de  beaucoup 
pluspetilque  \,  C'est  précisément  dans  le  calcul  de  cette  con- 
stante u  que  réside  la  difficulté  du  problème,  difficulté  qui  n*a 
pas  jusqu'ici  été  completementsurmontee.il  se  produit, durant 
le  choc,  des  phénomènes  accessoires  qui  en  compliquent 
beaucoup  l'étude.  Il  peut  y  avoir,  dans  le  voisinage  immé- 
diat du  point  où  a  lieu  le  choc,  des  déformations  plastiques, 
soit  de  la  charge,  soit  du  corps  lui-même,  qui  sont  évidemment 
sans  importance  pour  la  manière  dont  se  comporte  le  corps, 
mais  qui,  par  contre,  absorhentune  partie  deTénergie  disponi- 
ble. En  outre,  une  partie  de  la  force  vive  se  transforme  immé- 
diatement en  chaleur. 

Il  convient  également  de  tenir  compte  du  fait  que  la  vitesse 
de  Tébranlement  n'est  pas  infinie,  mais  égale  à  la  vitesse  du  son  ; 
enlin  la  durée  du  choc  peut  être  si  courte  que  la  plus  grande 
déformation  n'ait  pas  encore  eu  lieu  lorsque  Tinfluence  de  la 
charge  cesse,  de  sorte  qu'une  partie  de  Ténergie  n'est  pas 
employée. 

Les  meilleurs  travaux  sur  cotte  question  difficile  sont  ceux 
de  St. -Venant.  On  les  trouvera  dans  sa  traduction  française 
de  la  Théorie  deTEIasticité  de  Clebsch.  Il  semble  toutefois  que 
les  résultats  de  la  théorie  diffèrent  très  sensiblement  de  ceux 
obtenus  dans  la  pratique.  Il  convient  donc  de  considérer  la 
question  comme  non  résolue  et  d*altendre  que  des  expé- 
riences aient  montré  quelle  importance  il  faut  attacher  aux 
divers  phénomènes  accessoires  que  nous  venons  de  men- 
tionner. 

Si  // était  connu,  on  déterminerait  la  charge  P'  qui,  appli- 
quée progressivement,  produirait  les  mêmes  déformations, 
pour  de  là  tirer  le  travail  élastique  de  la   matière.  On  aurait 
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lP'/j=>lP{h+f.i)  (lOlj 

Ou  trouvera  uu  exemple  dans  les  exercices,  ù  la  lin  du  cha- 
pilre.  Nous  attirons  Taltentiondu  lecteur  sur  la  remarque  qui 
le  suit. 


§3 
THÉORÈME  DE  MAXWELL 


•A.  Réciprocité  des  dépiacenieuts  des  poiiilM  d'ap- 
plication des  forces  e^iLtérieures.  —  Nous  avons  trouvé 
(équation  94)  : 

Prenons  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  une  force  quelcon- 
que Pa.  Dans  le  membre  de  droite,  les  quantités  -j- seules  dé- 
pendent de  Pk,  sauf  dans  le  terme  où  P  =  Pa-  ;  donc  nous 
avons  : 

f^=2P-^^+^*  (102) 

Le  principe  de  superposition  étant  applicable,  puis(]ue 
nousnous  sommes  placés  dansThypothëse  de  la  loi  de  Iloocke, 
les  déplacemenlsysont  des  fonctions  linéaires  des  forces  P  ;  y» 
est  donc  de  la  forme  : 

y»=aMPi4-a,-,  P,+ 4-anPj+ (103) 

Lesquanlilés  oL,\es  coefficienis  (rinfliœnce  '  des  diverses  for- 

i.  Il  eslfaciledc  se  rendre  compte  de  la  significaliondcces  cocfficienls.  Sup- 
posons toules  les  forces  extérieures  égales  à  o  sauf  l'une,  I\,  par  exemple, 

que  nous  prendrons  égale  à  Tunitô,  il  vicnl 

y»  =  «a- 
Ces  coefOcienlsnc  sonl  donc  pas  autre  chose  (jiie  les  déplacemcnis  que  pro- 


kj       . 


CCS  extérieures  sur  ia  dépl  a  renient  du  point  considéré  d^poi 
lient  iltïs  prupriùtos  élaâli<}iics  du  corps  ol  du  la  réparliltoo  < 
forces  DXléHeurflS. 
Lesqiiaiilitës  y  âtaiil  des  fonotioiis  liiiiaires  dus  forces! 


par  suite  (102)  devient 


''m  _  'ff/k 


(IM) 


011,  en  tenant  compte  de  i^lIlS)  : 

***  =  «*.-  (105) 

L'in/liffucp  i(r  ta  fiirce  h  sur  Ip  déptacmieHI  tlil  point  tf^t-  J 
plication  iIp  la  force  i  psf  èyalv  à  l' iii/ltteiice  tle  la  force  |fl 
liurlf  i/é/j/aceiiifnl  tfu  point  tVapi»liailiiin  de  ta  force  k. 

Tel  est  le  théorème  de  Maxwell  sur  la  réciprocité  dos  dâ—4 
plscementa  dos  points  d'application  des  forces  extérieures. 

Nous  en  donnerons  une  autre  démonstration  indépendants  \ 
de  la  prt'ciMcnte,  en  nous  liornaiit  au  cas  Iri^s  simple  d'une  pou4 
trc  reposant  librement  sur  deux  appuis.  Considérons  (B^.  A 
1\  in  lieus   sections  transversales  quoi 

'  I  conques  I  et  11,  et  supposons  qu'efl 

I I  I  a^'lsse   une  force    extérieure    PM 

I  I  Soit  Gt,,  l'inflexion  queprodulraîL  em 

•  \  1  une  Force  é^ale  k  l'unité  agissanT 

dans  celle  section,  cta„collequ'ellfl 

produirait  en  II;  ce,,  el  a,,  sont  lo^ 

eoeffieieuls   d'influence  des    fore 

agissant  en  I  sur  los  dâplacemonts  des  sactions  1  ol  II.  ] 

ïufloctions  réelles  on  ces  deux  points  sont  parsuite  : 

a,,P,  ela„I', 


W 


(Fig.  40). 


du  ira  lent,  au 
ilire<;lioD  il  et 


point  considéré,    i 
forL'M  priiililivvi. 


■»  légale»  fi   l'ii: 


è  agiiisant  ilfttii  la 
S.  du  T.  j 


tSKHCIF.  POTENTtELLK  INTHHSI;  OU  TlUVAil.  m  IHIFOUMATICIN    ITS 

âoient  mainteiiani  uns  force  P,  ng'iBsant  ou  II,  «„  cl  x,,  lus 

oooflîcieDlsJ'inlluGiice,  le  prumier  indice  dési^naiil  parconsé- 

qaentle  poînl  ot'ise  jjroduillo  déplacement,  elle  second  la  forcu 

quilec&ustt.  Si  l'on  applique  d'abord  Pi  puisonsuileP,,  ces  deux 

I  forc«9  produisanl  un  certain  travail  égal  h  l'énergie  poLonliellu 

I  interne  umma^asiDéo  dans  la  poutre.  Pi  rournit  tout  d'abord  un 

l  Usvail  égal  à 

Pendant  l'applicalion  du  P,  lus  points  d'upplicatinns  du  P|  ot 
I  Pt  se  déplacent.  Ces  deux  torcua  fournissenl  un  travail  ;  il  faut 
I  do  plus  remarquor  que  P|  conserve  sa  valeur  (hiraiit  louLo  la 
■  durée  du  pliénomëno,  tandis  que  P,croil  inaensibloinânl  de  o 
lit  s«  valeur  normale.  Le  travail  développé  dans  cette  seconde 
I  période  est  donc 


P, 


i.P. 


■P.  = 


Ipar  suite  l'énergie  totale  emmagasinét!  datiti  lapiî-cc  sera 

A  =5a„  P,'  -hï„  P,  P,  +  i^,.  P,^  (106) 

Oa  atteint  uaturoiloment  le  même  état  de  déformation  en 
lappliquant  d'abord  P,,  puis  P,  ;  en  répétant  exactement  le.s 
Imémes  raisonnements,  on  trouve  : 


..P. 


-a„P,P,- 


Les  deux  valeurs  de  A  doivent  être  identiques.  Il  faut   donc 
■que 

f,.=ct„  (Ui-i) 

El  le  théorème  de  Maxwell  est  de  nouveau  démontré. 

Il  serait  facile  do  montrer  que  les  hypothèses  fartes  sur  la 


forme  du  solide  et  In  direclioii  des  forces  extérieures  do  sonl 
pas   nécessaircN.  Il  safGraid 
do  considérer  ([ig.  41) 
corps     quelconque    soiileiiflj 
d'une  FaQOQ  quolconiiae.   Ou 
prondrail  denx  points  1  et  1 
el,    passant  par  ces   puiuts 
deux  directions  arbitraires  i 
,.-l      ,.  na  verrait  que  si  l'on  fait  a 

une  force  en  I  dans  le  sons  ^ 

choisi.  Il  se  déplace  dans  la  direction  considér<^e.  autant  que 

se  déplace  I  iorsriue  la  foret;  agit  en  IL 

Il  nonfl  reste  à  montrer  comment  on  applique  le  tbàorèroe  dq 

Maswell  dans  les  calculs  pratiques  de  résistance- 

•ft.    A|)pll«aiion«.     —     Nous     reprendrons    l'escmple  J 
dcjii  traité  d'une   pontrr  rfposant  lîbietm-nt  xiir  3   appuis.  1 
Supposons  l'appui  intermédiaire  enlevé,  appliquons   en   cft  1 
point  une  force  égale  k  1  tonne  (oii,  en  général,  égale  à  l*unilaj 
de  force)  et  délerminuiis  la  ligne  élastique   correspondant  i 
celle  répartition  des  forces  extértenres,    soit  analyliquementl 
soit  graphiquement  ivoir  Note  H).  SoienlMritbscisscderappiJ 
médian  comptée  k  partir  du  l'evlrémité  gauche,  r  l'obscissl 
d'nne  section  tranavetsalequelc<iuque.  L'ordonnée  delà  Hgllfl 
élastique  correspondant  à  l'abscisse  x  n'est  autre  chose  que  11 
coefficipnl  d'inlliience 


D'après  h'  Ihéiiri-nie  de  Maxwell  : 


Xous  connaissons  ainsi  l'inflevion  qui  sn  produirait  ea  a  bu 
l'appui    intermédiaire  enlevé,  on  appliquait   en  x  une  fore 
égalek  1.  De  lit  résulte  la  grandeur  de  laréaclîon  de  cH  appOl 
en  se  basaiit  sur  nu  raisonncmcnl   fréquemment  employa  t 
chapitre  prépédenl.  Cette  réaction  doit  tire  telle  qu'ollocom-v 
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pense  cette  inflexion. Or  nous  connaissons  par  la  ligne  élastique 
précéilemment  calculée  le  di>placenient  élastique  a.aa  de  la  sec- 
tion a  sous  l'inlluence  d'une  force  agissant  dans  cette  section, 
et  nous  savons  de  pins  que  la  déformation  élastique  estpropor- 
lionnolle  à  la  grandeur  de  la  Force.  Si  donc  nous  désignons  par 
I*  la  force  agissant  en ./  et  par  Z  la  réaction  de  l'appui  médian 
développée  par  la  force  I*,  nous  aurons  l'équalion  : 

d'où,  ayant  égard  au  lliéorème  de  Maxwell  : 

Le  rapport  des  deux  ordonnées  de  la  ligne  élastique  pri- 
mitivement tracée,  correspondant  aux  abscisses  jr  ot  «,  donne 
immédiatement  la  fraction  do  la  cbarge  P  qui  est  supportée 
par  l'appui  médian.  Celte  fraction  est  proportionnelle  à  l'or- 
donnée a^a  de  la  ligne  élastique.  Cl' est  pourquoi  l'on  désigne 
celle-ci  sous  le  nom  de  liijnp  il'injhinncr  relaliveàla  féaclion  Z. 
Ainsi  donc,  une  fois  cette  courbe  tracée,  le  calcul  de  la 
puiitre  continue  est  ramené  à  un  problème  isostatique,  car 
on  est  en  clal  de  calculer,  pour  n'importe  quelle  répartition  des 
charges,  la  réaction  z  d'après  l'équation  : 

et  par  suite  les  réactions  des  divers  appuis,  les  moments  fléchis- 
sants, etc. 

Le  théorème  de  Maxwell  est  surtout  précieux  lorsque  l'on 
a  alTairc  à  une  charge  roulante  (train  ou  voiture)qu"il  est  né- 
cessaire déconsidérer  dans  plusieurs  positions.  Le  calcul  serait 
Ir^  pénible,  si  l'on  devait  pour  chaque  nouvelle  position 
le  recommencer  en  partant  de  la  théorie  de  l'Elasticité.  Il  ré- 
sulte lies  explications  qui  précèdent  que  cela  n'est  nullement 

Ki 


ri(5cGssairo;   la  coiiBlruclion  d'une  seult>  ligne  d'indiiPHce  iiuffit 
pour  douner  une  hase  à  tous  I0.1  calculs  ullérieurg. 

Afin  de  voir  commeal  il  y  a  lieu  du  procéder  dans  Aen  casV 
plus  CDmplii]ui^s,  calculonii  cncorp    les   réacliou»  des  appuift  | 
d'une  piiice  pi-ismalique  reposant  sur  4  appuis  de  nîveau- 
Soil  a  l'abncisHO  du  premier  appui  iiitertii«^diaire.  A  celle  do 
second,  compiles  fi  partir  de  l'appui  uxtt^rieur  do  gaiiclia.  Sop- 
poBons  les  deux  appuis  intermédiaires  supprimés   et  appli- 
quons en  a  une  force  égale  A  l'unilé.  Li.>s  ordonnées  de  la 
ligne  élastique  correspondante  fournissent,  pour  chaque  sec- 
tion z,  i«  coeflicienl   d'intiuence  o^n  et  par  suite  «o^.  Noua 
cooslruirous  ensuite  une  seconde  ligue  élastique,   relative  h 
une  force  i  agissant  en  A,  qui  fournil  les  coeffîcieiils  njt  et  ' 
dfta:.  Ces  travaux  préliminaires  exécutés,  les  réactions  C  et  D  J 
des  appuis  intermédiaires,  correspondant  h  une  charge  I'  agie-i 
saut  dans  une  section  quelconque  d'abscisse  j-,  s'oblienni?QL| 
en  résolvant  les  deux  équations 

qui   expriment  la  condition  que   le   déplacement  di 
d'appui  médians  est  nul.  On  trouve 

,,  p  ^ai^6ft  -"  «&g«oti    1 

<^naO-bb  —  ^'ah       f 


poinln 


D  =  P 


««0*66  — Ot  ha       I 

les  facteurs  do  P  dans  ces  expressioDS  sont  faciles  ù  calculer, 
tous  les  coefficients  d  étant  donnés  par  les  deux  lignes  élas- 
tiques tracées:  on  pourra  Jonc  construire  sans  difficulté  1 
lignr  (finpi'fiiiCf  des  charges  sur  les  réactions  des  appaîn 
intermédiaires. 

Nous  nous  bornons  ici  h  ces  indications  de  portée  générale,  ■ 
le  développement  quo  comporte  celleniétiiodcélaut  du  domaine 
de  la  construction  des  ponts. 
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EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  IV 


Exercice  93.  —  Troin  poutres  métalliques  éqttidistantea 
(flg.  421  lie  section  double  ti'  (Profil  normal  allemanf!  n"  36, 
/=  19766  cm'.)  sont  reliév'i  htrariablenicnl  entre  elles  par 
ttiie  poutre  transvemate  tie  section  semblable  {profil  normal 
I  ^^  n'  S0,l=îi6icm').  Quelle  force  P, 
est-il  possible  d'appliquer  au  centre  de 
cette  construction,  le  travail  élastique  R 
ne  devant  nulle  part  dépasser  1000  kg. 
par  cm*.  On  fait  abstraction  du  poids 
g-    propre  des  poutres. 

Solution.  —  Nous  diviserons  la  cons- 
truclioa  en  deux  parlios,  l'une  conipre- 
naiil  les  deux  poutres  extérieures  et  la 
poulre  Iraiisvcrsalo,  l'autre  la  poutre 
médiane.  Chacune  de  ces  parties  consi- 
dérée pour  elle-même  constitue  un  sys- 
tème isoslatique  ;  l'inconnue  slalique- 
iiienl  indélermiiiét'  du  problème  osl  la  portion  Z  de  la  charge  P, 
ijuo  la  poutre  médiane  transmet  au  reste  de  la  constructiou, 
par  riritcrmédiaire  de  la  pièce  tiuiisvcrsalc.  La  poutre  médiane 
est  donc  sollicitée  en  son  milieu  par  une  force  concentrée 
V  —  Z,  tandis  que  la  poutre  transversale  exerce  sur  chacune 

dt-s  pièces  latérales  une  force  ^.   Au  point  d'application  de  P, 

les  deux  parties  do  la  construction  étant  reliées  d'une  façon 
invariable  subissent  la  même  déformation;  nous  trouverons 
dûHC  /.  L'ii  égalant  à  zéro  la  dérivée  partielle  du  travail  de 
déformation,  prise  par  rapport  à  Z{art.  61}. 

Le  mnmeril  tléchissanl  M  qui  agit  sur  la  section  d'abscisse  x 


Fig.  '.i. 


■'.-".V3 


.'>  i\* 
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de  la  moitié  de  gauche  d'un  prisme  reposant  librement  aux 

exlrémilés  et  sollicité  au  milieu  par  une  charge  Q  est -^;  le 

travail  de  déformation  emmagasiné  dans  la  moitié  de  gauche 
du  prisme  se  calcule  à  laide  de  la  formule  (89)  (nous  pouvons 
négliger  ici  sans  inconvénient  les  actions  de  glissement).  Le 
travail  total  sera  égal  au  double  du  résultat  ainsi  trouvé, 
nous  aurons  donc  : 


--n>-U:"^'-^ 


961E 


Pour  la  poutre  médiane,  il  faut  faire 
Q  =  P— Z        /=/,  =  6m.        1  =  1,  =  19766  cmV 
pour  chacune  des  deux  poutres  latérales 

Q=^         /  =  /,  =  6m.        1  =  1,  =  19766  cm* 

et  pour  la  poutre  transversale 

Q  =  Z        /=/,  =  2m.        I=I,  =  2162cm* 

D*où,  pour  Ténergic  potentielle  interne  de  la  construction 
entière  : 

.       (P-Z)%»   ,    Hij  '*'  .    ZV.» 


96I,E       '      96I,E      '   96I,E 


en  égalant  —  à  zéro,  on  obtient 


2(P  — Z)/,»         Z/,>         2ZV 

'  '0 


96I,E         '   96I,E    '   96I,E 
2PV 


z= 

3 


'       =0,54iP. 

Reste  à  déterminer  la  section  dangereuse.  Cette  section  ne 
peut  se  trouver  qu'au  milieu  de  la  poutre  médiane  ou  au 


.\ 
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milieu  de  la  poulrc  Iransversale,  car  les  poutres  latérales  soat 
cerlaineiuent  moins  chargées  que  la  poutre  médiane.  Pour 
celle  dernière,  le  momciil  fléchissant  maximum  est 


i  K  ^^  J  .000  kg.  par  cm',  l'équation  (49)  donne  : 


P=Hi.000kg. 

Lo  moment  lléchissaol  maximum  de  la  pièce  transversale 
kesl 


el,  R  ne  devanl  pas  dépasser  1.000  kg.  par  cm'  : 


P  =  8. 000  kg. 

Donc,  si  l'on  nu  modiiie  pas  les  dimensions  de  la  pièce  trans- 
I  versale,  la  force  P  ne  doit  pas  dépasser  8.000  kg. 

Exercice  ^4-  —  t''(P  poutre  horizontatc  fie  section  dûiihle  té 
I  ipfofil  normal  n"  S4,  f  =  t.SSS  cm*.)  'le  longueur  égale  à 
\S  m,  repose  librement  aux  extrémités.  De  çtiellr  hauteur  un 
t  poiils  lie  400  ky.  peut-il  tomber  sur  le  milieu  de  la  poutre  sans 

ele  trupfiil  éla^tir/ue  nutximum  dépasse  i.SOO  le ff.  par  cm', 
I  en  adiMllaiit  que  80  "/„  //'■  la  force  rive  se  transforme  en  tra- 
I  vail  f/('<//'/ormn/ion(E  =  2.000.000  kg.  par  cm'). 

Solution.  —  Calculons  d'abord  la  force  P'  qui,  appliquée 
I  progressivement  au  milieu  de  la  pièce,  produirait  un  travail 


«t.--    _ . 
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élastique  maximum  de  ^600  kg.  par  cm^  L'équalion  (49) 
donne 

41  el 

Le  travail  de  déformation  est  calculé  comme  dans  Tesemple 
précédent  ;  nous  trouvons  ici 

~\el)  961E~6c«E 
d*où,  en  introduisant  les  données  numériques, 

R  =  4.600kg.parcm*,/=200cm.,I  =  4.288cm*,  ^=12cm. 

E  =3=  2.000.000  kg.  par  cm'. 
A=  1.270kg.  cm. 

La  hauteur  h  dont  le  poids  peut  tomber  est  donnée  par  Téqua- 
tion 

0,8X400XA  =  1.270 
A  =  4,0cm. 

Ce  chiffre  n'est  pas  absolument  exact,  car  le  poids  fournit 
aussi  un  travail  le  long  de  f^.  Il  faut  donc  poser  strictement 

A4-/^==4,0cm, 
la  flèche  /^  est  égale  à  celle  produite  par  la  force  P'  ;  donc 

/^=48TE  =  mÊ  =  ^'22cm. 

La  hauteur  initiale  h  du  poids  au-dessus  de  la  pièce  ne  doit 
donc  pas  dépasser  3,8  cm. 

Remarque.  —  A  l'occasion  de  la  détermination  de  la  résis- 
tance au  choc  de  récipients  en  porcelaine,  Tauteur  a  fait  quel- 
ques expériences.  Il  employait  à  cet  effet  des  bâtonnets  d'en- 
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■ou  7  nira.  il'épaisscLtr  reposant  sur  licux  appuis  dislaiils  i 
13  cm.  Une  partie  des  bâlonnels  fui  soumise  à  une  force 
augmentaril  progressiveiueril  jusqu'il  ce  que  ruplure  s'en- 
suive, landts  que  les  autres  éprouvelles  euienl  à  subir  le  choc 
d'au  poids  do  0,4  kg.  torabanl  d'une  hauteur  de  quelques 
cenlimèlrcs.  De  la  comparaison  des  déformalîous  observées 
ressort  que  40  "/o  seiilomeni  de  la  force  vive  du  poids  élail 
transformée  en  énergie  poleulielle  iulerne.  Ajoutons  que,  pour 
amortir  les  actions  locales  du  choc  dans  le  voisinage  du  point 
de  conlacl,  on  collait  un  pelîl  morceau  de  carton  mince  sur 
les  bdtonnels.  Il  importe  de  tenir  compte  de  ce  fait. 

Exercice  35.  —  Une  pièce  prismatique  subit,  sous  l'influence 
d'une,  charye  de  fO  tonnes,  des  flexions  mesurant  respective- 
ment en  3  eiir/roifs  tlonnês,  S,0  !  ?,5  et  4  mm.  La  force  de 
iO  tonnes  étant  supprimée , un  applique  aux  trois  points  consi- 
dérés des  forces  concentrées,  égales  respectivement  à  S,  1S  et 
6  tonnes.  Quellesera,  sous  l'influence  de  ces  forces,  la  flexion 
de  lu  section  da?is  laquelle  aifissait  primitivement  la  force  de 
/O  tonnes? 

Solution.  —  Nous  admeLlons  que  les  forces  données  ne  pro- 
duisent que  des  déformations  élastiques.  D'après  le  théorème 
(Ib  Maxwell,  la  flexion  cherchée  y  est  égale  à 

y  =  8x0,2-M2x0,2o-|-6x0,i  =  7,0mm. 
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PRISMES  A  AXE  CURVILIGNE 


§  4.  Hypothèses  fondamentales^  divergences  de  vue  à  leur  sujet.  — 
66.  Déformations  de  Taxe  longiludinal.  —  67.  Discussion. 

S  2.  Applications,  ~  68.  Arc  à  deux  articulations  aux  naissances.  — 
69.  Autre  méthode  pour  déterminer  la  poussée  horizontale.  —  70.  Influence 
des  variations  de  température.  —  71.  Arc  encastré  aux  deux  extrémités.  — 
72.  Résistance  d*un  anneau  ou  d'un  tube  travaillant  à  l'extension  ou  à  la 
compression  dans  un  plan  diamétral.  —  73.  Ressort  en  spirale. 

Exercices  numéros  26  à  31. 


§  i 

HYPOTHÈSES   FONDAMENTALES,    DIVERGENCES   DE 

VUE  A  LEUR  SUJET 


€HI.  Déformation  de  rax.e  long^itudinal.  —  Soit  donné 
un  prisme  dont  Taxe  longitudinal  est,  à  Télat  initial,  une 
courbe  plane.  Supposons  ce  solide  soumis  à  un  système  de 
forces  extérieures  agissant  toutes  dans  le  plan  de  Taxe  et 
admettons  de  plus  que  ce  plan  coupe  les  sections  transversales 
suivant  un  de  leurs  axes  principaux.  Dans  ces  conditions^  il 
n*y  a  aucune  cause  qui  tende  à  faire  dévier  Taxe  longitudinal 
du  plan  dans  lequel  il  est  contenu  :  cet  axe  reste  plan  dans 
ia  pièce  déformée. 
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Nous  aou%  plaçons  immédialemniit  dans  co  cas  parliculier, 
le  cas  général  d'une  pii^co  doni  l'axu  est  une  courbe  >t  douhle 
courbure   no  prési^nlanl  aucimc  importance  praLiijiie.  On  \o 
trailorait  d'ailleurs   d»  la  mùmc  manière,  en  s'aidant  dea  < 
remarque»  failos  précédemment  au  sujet  des  prismes  à  asol 
reclili^uu  (arl.  i2). 

Supposons  i]UK  le  rayon  de  coucbure  de  l'axe  suit  1res  grand 
par  rapport  aux  dimensions  des  sections  Iransvei  sales.  Soient  p  J 
le  rayon  de  courbure  eu  un  point  donné,  p'  la  valeur  de  ce 
rayon  apriis  ta  déformation,  M  le  moment  fléchissant,  N  l'effort 
normal  et  V  l'effort  tranchant  développés  dans  la  s«clion  ' 
transversale  passant  par  le  point  donné  ;  cherchons  la  roUlion 
qui  lie  entre  elles  ces  dilTérentcs  quantités. 

On  reconnaît  d'abord  qu'il  est  permis  de  négliger  l'influence 
de  l'elToit  ti-ancluint  ;  eu  effet,  celui-ci  produit  un  glissement 
de  la  section  considérée  par  rapport  à  la  section  infjuimant 
voisine  lequel  glissement  no  saurait  iniluencer  sensiblvcnent 
le  rayon  de  courbure.  Semblablemcnl,  l'effort  normal  qui  se 
répartit  uniformément  sur  toute  la  section  transversale  n'in- 
fluence que  l'angle  dièdre  r/-i  formé  par  les  plans  des  deux 
scclions  inTmlment  voisines,  mais  no  modifie  pas  le  rayon  de 
courbure,  car  chaque  fibre  élémentaire  s'allonge  proporlion- 
nollemenl  à  sa  longueur  primitive,  de  sorte  que  les  plans  des 
deux  sections  se  coupoul  toujours  suivant  la  même  droite.  La 
variation  it/jp  de  <if  causée  par  N  est,  du  reste,  le  plus  souvent 
Tort  petite  ;  on  a  en  effet  : 


I 


d,- 


l  (111) 

où  A</^  désigne  l'allongement  d'une  fîbrc  quelconque  dont  la 
longueur  initiale  esl  c/s,  Praliquomcal,  le  rapport  g  est  au  pla» 
égal  à  ô-Tjïiii  i  A'Af  esl  donc  négligeable  devant  i^'^.  Nous  indi- 
querons cependant  plus  loin  quelques  exceptions. 

Les  variations  dues  u  l'action  du  moment  Oécliissaut  H  sont  J 
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en  général  beaucoup  plus  giandes.  Pour  calculer  js',  nous  uti- 
lisoroiiH  l'artifice  suivant  :  nous  supposerons  que  la  courbure 
inilialo  da  l'axe  ilu  pnsmc  esl  duo  à  l'aclion  il'urj  monieiil 
tléchissanl  ficlif  Mr,  agissant  sur  un  prisme  à  axe  recliligne. 
Le  rayon  de  courbure  p'  s'établira  sous  l'inlluonce  de 
MfH-  M,  Nous  devons  adniellre  que  II'  prisme  licllf  peut  subir 
celte  déformation  nans  que  la  llmllo  d'élasllcité  soil  dépa^sé^ 
Cotttt  bypotbtiso  est  remplie  si  le  prisme  réel  ne  nubit  pas  de 
déformations  plastiques,  lors  de  la  flexion  de  p  à  a',  et  si  los 
longueurs  da  des  fibres  ne  diffèreul  pas  h  l'origine  beaucoup 
los  unes  des  autres.  En  oITet,  le  prisme  liclif  doit  se  comporter 
de  p  a  p' comme  le  prisme  réel  ;  or  rien  ne  nous  empêche  de 
choisir  la  limite  d'élasticité  de  la  raaiiëre  dont  11  est  formé  do 
telle  sorte  qu'il  puisse  subir  les  flexions  p  et  ^'  sans  que  celte 
limite  soit  dépassée.  Grâce  à  col  artifice,  le  problème  est 
maintenant  ramené  à  celui  qui  a  été  traité  à  l'article  51.  Ea 
appliquant  la  formule (78)aus  momeutsM^ et  Mf +M,  il  vient  : 

l_Mt  1     _  M(  +  M 

p~JE  'P~~      IR 

d'où,  en  éliminant  Mf, 


fll2} 


somblablemonl,  l'équation  (11)  donne  pour  la  variation  angu- 
guiaire  Ac/-^  de  l'angle  rff ,  produite  par  M  : 

àdo^dsf^  (H3) 

où  ds  désigne  la  longueur  d'un  élément  d'arc  de  l'axe  longi- 
tudinal. 

La  répartition  linéaire  des  aclioiis  moléculaires  normales 
esl  aussi  vraisemblable  ici  que  dans  le  cas  dus  prismes  à  a^a 
rectïligue  ;  nous  pouvons  donc  appliquer  sans  cbangcmcnl  les 
formules  trouvées  précédemment  pour  le  calcul  du  rinteuxilé 
itc»  actions  moléculaiiea. 
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Ceci  n'est  louLefuis  plus  esacl,  ou  devient  douleux  louL  ao 
moin»,  lorsque  la  condition  :  p  irùs  graïul  par  rapport  aux 
dimensions  des  sections  transversales,  n'est  pitis  rumplîe,  car 
alors  leti  longueurs  r/«  des  libr[>s  situées  à  des  distances  dîtTé- 
rentes  du  centre  de  courbure  sont  très  dilTérentes  les  unes 
des  autres,  et  les  variations  ^ifs  de  ces  longueurs  un  son!  plu» 
sioipletiiiml  proportioiiriellËS  aux  valeurs  corrospomtanlu's  de 
H.  mais  dépendent  de  plus  de  la  position  <ie  la  fibre  dans  le 
prisme  élémoatairc. 

Les  deux  hypothèses  fondamoDlales  dont  aous  étions  partis 
pour  déterminer  les  actions  moléculaires  et  qui  étaient,  comme 
nous  l'avons  vu,  éi]  nival  en  les.  conduisent  donc  ici  h  une  con- 
Irudiclion.  L'hypulhèso  de  Bernouilli  des  sections  demeurant 
planes  dans  la  transfornialion  et  l'hypothi^so  de  la  r&parli- 
tion  linéaii'i'  des  actions  moléculaires  deviennent  incompa- 
tibles. 

Les  résultats  des  expériences  faites  jusqu'à  ce  jour  ne  per- 
luelteiil  pas  do  se  prononcer  dérmilïvcment  en  faveur  de  l'une 
ou  de  l'autre  de  ces  deux  hypolhëses. 
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«1.  niiicuHMiBu.  —  Anciennement,  on  penchait  ptulAt  à 
admettre  la  répartition  linéaire  des  actions  moléculaires  sur  la 
section;  plus  lard,  la  plupart  des  ailleurs  se  sont  basés  sur 
l'hypothèse  do  Bernotiilli.  Celle-ci  entraîne,  comme  nous  ver- 
rons, des  calculs  plus  compliqui^s  ;  on  pensait  toutefois  ne  pas  ] 
dcvuircraindre  la  peine,  les  résnltals  devant  être  plus  exacts.  I 
il  y  a  quelque  temps,  l'auteur  a  montré  que  les  résultais  d'es- 
siiis  faits  sur  des  prismes  curvilignes  ne  semblent  pas  confirmer  I 
celle  opinion.  Ces  résultats,  peu  nombreux  il  est  vrai,  coïnci- 
dent au  conirairo  beaucoup  niion.t  avec  les  valeurs  calculéos  I 
en  admettant  la  répartition  linéaire  des  actions  moléculaires.   { 
Si  donc,  d'une  part,  il  n'osl  pas  absoUimcnl  démontré  que  collo  ] 
derniôre  hypothèse  soitdans  Ions  les  cas  conforme  k  la  réalité,   j 
il  n'y  a.  d'autre  part,  aucune  raison  pour  le  moment  de  &'on  | 
tenir  h  l'hypothèse  de  Bcrnouilli,  qui  conduit  à  des  calculs  J 
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compliques  dont  l'exacUludi:;  esl  moiiulre  que  cullc  de  rormiilcs 
très  simples. 

Nous  atlmellons  par  coiiséqiioiil  dans  ccl  (mviaiic,  ainsi  que 
HOU»  l'avons  fail  ilans  un  Iravail  paru  il  y  a  quoique  lomps. 
la  loi  do  la  rûparliliou  lini'aire  des  atlions  moléaulain-s.  bien 
<]uc  dans  les  ouvrages  parus  récemment  (avant  le  travail  nie 
lionaé)rbypolliêse  de  Bernouilli  suit  partout  admise  ('). 

Ce  ileniier  fait  montre  comment  uno  liypotliësc  absolument 
arbitraire  en  clle-iiiéme  (celle  de  BeruDuillî  put'  exemple},  lors-  « 
quelle  fail  ses  preuves  dans  un  domaine  déterminé  (flexion  des 
prismes  fi  axe  recliligne),  est  ensuite  étendue  h  d'aulres  cas 
sans  que  l'on  songe  à  en  contrôler  ù  nouveau  rexaclitude. 
L'hypothèse  de  Bernouilli  a  juné  pendant  longtemps  dans  la 
mécanique  technique    le  même  rôle  qu'un 
axiome  en  géométrie,  cL  beaucoup  de  techni-  i 
ciens    la    considèrent    encore    actuellement  { 
comme  telle.  Il  n'est  pas  nécessaire  d'insister  i 
encore  sur  la  fausseté  de  ce  point  do  vue. 
yzrfj?   Chercher  fi  étendre  à  un  cas  plus  général 
une  hypothi'se  exacte  dans  un  cas  particulier, 
csl  une  tentative  très  naturelle,  à  laquelle  on 
ne  peut  trouver  à  redire,  à  condition  cepen- 
dant de  ne  pas  oublier  que  seule  la  vérifica- 
tion expérimentale  des  formules  esl  en  élat 
de  prouver  que  l'on  était  sur  la  bonne  voie. 
Etablissons  maiulcuant  les  formules  auxquelles  conduisent 
chacune  des  deux  hypothèses  précitées,  Admettons  que  les  , 
soclions  restent  planes  dans  la  déformation  et  considérons  le 
prisme  élémentaire,  lîg.  43.  0  vient  en  0'  dans  la  défurma- 


Fig-  " 


i.  On  a  publié  dans  l'inlOrvalle  des  résultais  d'eJcpWonroB  faites  sur  îles 
prismes  h  axe  curviligne.  Les  résultats  ù'uaa  longue  série  d'essuis  {ir.ilii|ués 
par  l'RUleiii'  sur  des  rrochels  d'aLlelage  de  wagons  ont  conlinii^  nb^iiiumunl 
SOU  opinion.  Iles  essais  Taits  par  M.  le  prof,  vun  Baeh  d<>  Slull^art  el  répèles 
ensuite  par  i'nuleur  avec  des  prismes  eu  Tonlede  fer  ont  donné  pour  les  aclions 
moléculaires  des  valeurs  plus  grandes  que  celles  r^ui  ré^ullernienl  de  tn  Inl 


(ina  ;  pour  une  tibre  qu«lcoii<]uo.  ilislaule  de  y  de  l'axe  diÇ 
prisme  NN,  on  a  : 

'/*={r-J- //)</? 

si  l'on  ilési^tie  par  r  la  distance  de  l'axe  NN  aa  point  O.  Lai 
varialioii  de  tofij^uenr  qu'éprouve  ds  esl  : 

if/s  =  y  àiff 
par  suito,  en  comparant  ces  deux  résullaU,  on  Irouvfl  : 


H=EÇ^=- 


pW? 


(Hi) 


R  ii'csl  plus,  comme  un  l«  voil,  unp  fonction  linéaire  de  y  :  ?î 
l'on  rL>présL>nli>  H  en  funcLioii  de  y  on  obtient  un  arc  d'byper- 
bole.    Les  tensions  molticulaires  deviiut  Tormer  un  couple,  | 
puiitquV'Iles  font  équilibre  au  moment  de  tlex ion,  on  doit  avoir  :  f 


(lelle  équation  do  condition  permet  de  déterminer  la  position  I 
de  l'axe  neutre  ;  en  introduisant  pour  R  sa  v&leur(|U)  oaa 


f: 


-iif=« 


+11 


(145) 


A,in»i,  suivant  l'h^pottiëse  de  Bernouilli,  l'axe  neutre  d'une  | 
Bvclion  transversale  ne  passe  plus  par  le  centre  degravil6  de  I 
celle-ci.  Lorsque  la  forme  de  la  section  est  donnt^e,  la  for-  I 
mule  (t  1i>)  permet  de  calculer  la  distanco  du  ccl  asc  au  ceutre 
de  gravité  comme  on  le  verra  dans  l'exercice  26,  à  la  fin  du  j 
cbspitre.  rétant  ainsi  déterminé,  nous  pouvons  calculer  R  au  i 
moyen  de  l'équation  : 

/,/RrfF=M 

laquelle  dfvienl,  on  mettant  pour  R  sa  valeur  : 

de  riparlilioii  tinâairc.  Il  faut  tenir  cjjmpls  nalurcilemeiit  dt.it  jiropriêléi  ' 
s^wciates  ilc  la  foDl«  dr_  Ter  ijui  rendent  iiicerUities  lus  vnleiirs  r«lculi«a,  , 
i[uelle  que  soil  l*liypolbesi?  aUmiae  au  sujet  de  la  répartition  des  tcnitioas. 
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dF=M. 


Siyesl  pelil  par  rapport  k  r,  l'inlégralo  esl  sensiblement 
égale  au  momenl  d'inerlie  l  de  la  section  relalif  à  l'axo  iiou- 
Ire.  Si  celle  condilion  n'est  pas  remplie,  on  peuL  développer 
l'expression  sous  le  signe  j  en  série  el  prendre  anlanl  de  ter- 
mes <]u 'on  le  juge  nécessaire.  11  vient  : 

J;^/^  =  ;(i>'"'-;/*'^^+.V>''^+-) 

pour  aliréger,  nous  poserons  la  pareiilhèse  égale  &  1'  (il  ne 
s'agit  le  plus  sonvenl  que  d'une  valeur  ({ilTéianl  pou  de]);  la 
formule  s'écrit  alors  : 


et  par  suite,  l'équation  (lt4)  s'écrit  Hoalement  : 


n  =  - 


(116) 


r+tf  1' 

Si  y  était  négligeable  devant  r,  la  formule  (116)  deviendrait 

I  identique  à  celle  <\m  a.  été  trouvée  pour  le  prisme  à,  axe  reclili- 

gne.  Dans  certains  cas,  par  exemple  pour  tin  crocliet  d'attelage 

I  ou  de  grue,  la  ditTérence  entre  les  résultais  dos  deux  formules 

peut  être  de  30  0/0.  Elle  esl  donc  si  considérable  qu'il  ne   se- 

rail   pas  possible    de  remplacer  la  formule  {llGt  par  l'ex- 

I  pression  : 


R  = 


(HI) 


I  qui  repose  sur  l'hypothèse  de  la  répartition  linéaire  des  ac- 
'  lions  moléculaires,  s'il  était  démontré  que  la  formule  (116)  fût 

plus  uxaclo  que  (IH),  Or  nous  avons  vu  que  tel  n'est  pas  le  cas; 

aous  ne  tiendrons  dune  pas  compte  de  l'expression(116j  dans 

cti  qui  suit. 


En  ailnpiant  la  loi  de  la  réparlilion  uniforme  des  aclioa: 
moléculaires  exprimée  par  (117),  noii»  udmeLlons  implicite- 
ment niio  los  seclioiis  transversales  ne  rcslciil  pas  planes  datisl 
la  déformation.  mOme  dans  le  cas  où  il  n'agit  sur  la  section  ' 
qu'un  momonlfléchissanl,  sans  effort  Irancliani.  Il  Tau l  alors 
préciser  ce  que  nous  cnleudoiis  par  la  variation  êlastiqae  i/o 
de  l'angle  r/s  de!i  plans  de  deus  sections  :  nous  entendrons 
par  Ai/^p  la  variation  de  l'angle  compris  onlrc  deux  tangentes 
infiniment  voisines  do  la  fibre  neutre  :  cette  variation  se  ctJ- 
cuie  à  l'aide  lie  l'équation  (tl3),  dan.<t  laquelle  (A  est  la  ion- 
g;ueur  de  l'élément  de  libre  neutre. 


Ê2 

APPLICATIONS 


OH.  ArcM  dcuknrlioulaltoiiM  nui  iinl«i»aii«es.  —Suit 
donné  un  prisme  à  axe  curviligne  dont  les  extrémités  peuvent  J 
tourner  librement  autour  du  deu.'t  tourillous.  Il  s'agit  de  dé-l 
terminer  les  réactions  do  ces  points  d'appui  lorsque  lo  prisme' 
est  soumis  à  un  système  de  forces  o-tti^rieuro»   Le  problèDoe 
est  staliquemcnl  indéterminé, lo  nombre  des  inconnues  étant  de 
quatre  (les  composantes  des  réactions  des  appuis),  tandis  que  J 
les  conditions  universelles   d'équilibre  ne  fournissent  qne  31 
équations. 

Les  lourillons  aulaur  desquels  les  estrémilés  peuvent  sel 
mouvoir  portent  le  nom  A'urliciiiations.  L'arc  à  doui  articu- 
lations est  pris  assez  fréquemment  comme  type  de  pont  en  fer.l 

La  tig.  il  on  doiino  la  disposition  ordinaire  :  loi  deox  artt-f 
cotations  sontsiméc'siila  mf^me  bauIeiir.Les  composantes  ver^l 
licales  <les  réactions  des  appuis  se  calculentsans  difficallé,  cnl 
formant  l'équation  des  momi^nls  pour  chacun  desdeux  pojnlafl 
d'appui. 
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Quant  aux  composantes  horizontales  U,  nous  pouvons  seu- 
lemânt  dire  qu'elles  sont  égales  cl  de  signes  Rontraires.  Leur 
iiilensiLé,/'z  poussi^f  horizanUilc  il»  l'arc,  est  l'inconnue  stati- 
quemenl  indélerminée  du  problème,  qu'il  s'agit  de  déterminer 
tout  d'abord.  Un  rcconnatt  eu  eiïet  qu'une  fois  cette  quan- 


fii;ufe  Kl 

I  tilé  connue  ou  peut  établir  sans  diriicullé  aucune  le   moment 
Qéchissanl,  l'efTorl  trancbaiil  et  l'efTorl  normal  pour  une  sec- 
l  lion  traversale  quelconque.  Nous  pouvonsdonu  nous  borner  à 
I  rechurcher  II. 

Nous  emploierons  d'abord  .'i  cel  cITel  le  ihéorwme  de  Caslî- 
I  gliano  sur  le  travail  dedérornialion  minimum.  Soit  3  l'ordon- 
I  née  de  la  libre  moyenne  conespomlant  à  une  abscisse  x,  te 
I  moment  fléchissant  dans  la  section  transversale  est 


M=Mf, 


-II; 


I1I8I 


I  ofi  Ma  signifia  le  moment  des  forces  extérieures  par  rapport  k 
L  section  considérée,  c'est-à-dire  le  moment  fléchissant    qui 
\  agirait  sur  la  section  si  l'axe  du  prisme  était  recliligne  ;  Mb  est 
f  donc  de  la  forme 

Mh==A.r— S  V{x—p) 


*  c'est  une  quantité  connue,  les  forces  extérieures  étant  don- 
nées. Le  travail  de  déform;itions  emmagasiné  dans  le  prisme 
élémentaire  se  calcule  d'après  la  formule  (88;;  en  négligeant 
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l'action  do  l'effort  normal  N  el  de  leiïort  tranchant,  on  trouve 
pour  Tare  entier  : 

rintégrale  étant  étendue  à  tout  Taxe. 

Nous  formons  maintenant  -;_  et  égalons  cette  quantité  à  zéro 

(fil 

Il  vient  en  différenciant  sous  le  signe  j  : 


ci  A  AMft-Hr) 

—  ==  —   I   zr/s  =  o 

dH  J         lE 


d'où 


r- 


,Td8 


11=:!:—-  (120) 


/ 


lE 


le  coefficient  d'élasticité  E  est  une  constante;  si  Ton  suppose 
également  [  constant  sur  toute  la  longueur  de  Tare,  on  a  : 

P*ds 

Les  intégrales  qui  entrent  dans  cette  formule  peuvent  tou- 
jours être  déterminées,  soit  directement,  soit  à  Taide  d'uno 
quadrature  mécanique. 

Appliquons  les  formules  précédentes  au  cas  très  simple  où 
Taxe  longitudinal  est  une  parabole  dont  1  axe  vertical  par- 
tage la  portée  de  Tare  en  deux  parties  égales  et  où  les  char- 
ges sont  réparties  uniformément  sur  la  projection  horizontale 
de  lare.  Ce  cas  est  pins  importani  qu'il  ne  semble  tout  d^abord, 
On  peut  en  effet,  sans  commettre  une  grande  erreur,  rempla- 
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ccrIuUlai'Ci  syniôlrique  ol.de  faible    courbure  parmi  arc  do 
pantholc  pai^sanL  par  les  deux  poiiilH  d'appui  cl  h>  poini  le  pins 
b»9  cl  MimplilK^r  ainsi  iiolublenieiil  les  calculs. 
Nous  Irouvojis  ici  : 


M,,  ^■'-^,. 


'/£ 


q  désigiianl  ta  charge  par  unité  de  longueur. 

La  surface  (l<;s  momenis  est  donc  limilée  par  une  parabole 
en  chuisissanl  convcnablenieiil  l'échelle,  il  seruil  possibk-  d 
faire  coïncider  celte  courbe  avec  l'axe  du  prisme. 


Au  milieu  de    l'axe 
aussi  poser  : 


Mft  devieid  -—  ei  s  ^  A,  on  poiiL  donc 


Mi  = 


~%"h 


.  formule  |I2I},  il  vient. 


1^22) 


si  l'on  inlroduil  celle  valeur  dans  1 
tous  calculs  faits  : 

Celte  valeur  de  II  annule  l'expression  de  A, comme  il  résulte 
de  l'équalion  (118).  En  f^énéral.  si  l'on  poul  trouver  pour  l'in- 
Oonniie  staliquemenl  indéterminée  une  valeur  telle  que  le  tra- 
vail do  déformation  soil  nul,  celle  valeur  correspond  néces- 
sairement à  un  minimum  de  A,  le  travail  de  déformation  no 
panvant  ëiro  négatif.  Nous  aurions  pu  déterminer  H  en  nous 
basanl  sur  cette  remarqua.  Il  convient  de  remarquer  que  les 
formules  f  t21)  ou  (120)  ne  donnent  pas  la  valeur  exacte  de  A  ; 
en  cfTet,  l'application  de  charges,  si  petites  soient-elles,  produit 
nécessairement  une  déformation  et  A  ne  peut  être  nul  comme 
nOQs  le  trouvons. 

La  raison  de  cette  contradiction  est  que,  dans  le$  calculs, 
nous  n'avons  tenu  compte  que  du  moment  de  (lexion.  Pour 
obtenir  des  résulliits  exacts,  il  faudrait  tenir  compte  de  l'efTorl 
normal  N.  On  peut  néglig^T  le  travail  îles    aclions  mnlécnliti- 
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res  langenlielles,  ol  cola  avoc  plus  do  raison  que  lorsque  Taxe 
du  prisme  est  reclilignc,  car  ces  actions  moléculaires  sont 
moins  intenses  dans  les  prismes  à  axe  curviligne.  On  pourrait 
du  reste  introduire  ce  terme  dans  Texpression  du  travail  de 
déformation,  exactement  comme  nous  Tavons  fait  précédem- 
ment pour  le  prisme  droit.  Ce  n'est  toutefois  d'aucune  impor- 
tance pratique  ;  aussi  ne  le  ferons-nous  pas. 

Si  K  est  rintensité  d  actions  moléculaires  normales  unifor- 
mément réparties  sur  la  section  transversale  F,  R  étant  donné 
par  Tcxpression 

ces  forces  fournissent  un  travail  dans  rallongement  du  prisme 
élémentaire,  qui,  rapporté  h  Tunité  de  volume,  est  égal  à 
(éq.  42)  : 

l.  =  — 

en  multipliant  par  Fr/.v,  le  volume  du  prisme  élémentaire,  il 
vient  : 

^/A  =-77:  (fs  =T7r;  ffs 
iE  2EF 

Supposons  qu*une  fois  ceUe  déformation  accomplie  nous 
fassions  agir  le  moment  de  flexion  M.  Celui-ci  occasionne  une 
rotation  d'une  des  sections  du  prisme  élémentaire,  relative- 
ment à  l'autre,  et,  d'après  l'hypothèse  delà  répartition  linéaire 
des  actions  moléculaires,  celte  rotation  a  lieu  autour  d'un  axe 
passant  par  le  centre   de  gravité.  Dans  ce  mouvement,   les 

poinis  d'application  des  aclionsR=p;  se  déplacent,  nous  de- 
vons calculer  le  travail  qu'elles  fournissent  dans  ce  mou- 
vement. Le  chemin  parcouru  par  le  point  d'application  de 
l'action  moléculaire  agissant  sur  l'élément  superficiel  rfF, 
distant  de  y  de  l'axe  neutre  est 


\ 
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le  travail  total  de  ces  actions  moléculaires  sera  donc 


rR,/./FA./.=^  /Vf 


or  rinlégrale  /y^F  est  nulle,  puisque  Taxe  neutre  passe  par 

le  centre  de  gravité  de  la  section.  Les  actions  moléculaires 
normales  duesà  TefFort  normal  N,  ne  fournissent  donc  pa.^  de 
travail  durant  la  déformation  occasionnée  par  le  moment  flé- 
chissant M. 

Inversemenl,  on  démontrerait  que  le  travail  des  actions 
moléculaires  qui  se  développent  sous  Taction  de  M  est  nul 
durant  la  déformation  produite  par  N. 

Nous  avons  donc  maintenant,  au  lieu  de  Texpression  (119), 
la  valeur  suivante  : 


d'où 


rfH  /     lE  ^       /  lE        ^  /  EF  (/H 

Il  faudrait  connaître  N  en  fonction  de  II  ;  pour  des  arcs  de 
faible  courbure,  on  peut  poser  approximativement  II  =  N  :  II 
et  N  étant  dans  ce  cas  très  grands,  Terreur  commise  est  très 
petite.  On  a  alors  : 


ffH 
et  l'équation  précédente  donne  : 

'M  5  cfft; 


' 


H  = (123) 


OU,  si  l'on  suppose  I  el  K  constants  : 

7'Mfc  cds  (124) 

~~  /(-'*  +  i'-)<h 


f-^ 


■'  '>. 


»'T 


i9S 
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/  désignant  le  rayon  ile  gyralion  de  la  surface  F,  de  sorte  que 

La  comparaison  de  cette  formule  avec  Texpression  (121) 
montre  Tinfluence  de  la  considération  de  Teffort  normal  N  sur 
la  valeur  de  II.  Tant  que  /  est  petit  par  rapport  à  z,  les  deux 
valeurs  de  II  fournies  par  (121)  et  (124)  difTerenl  fort  peu  Tune 
de  Taulre;  or  cette  condition  est  très  généralement  remplie.  Il 
suffit  donc  le  plus  souvent  de  calculer  H  à  Taide  de  la  for- 
mule (121). 

BB.  Autre  méthode  pour  détermiiier  la  poussée  hori- 
zontale. —  Etant  donnée  Timportance  pratique  du  calcul  de 
la  poussée  horizontale,  il  nous  parait  désirable  d*indiquer 
encore  une  autre  méthode  pour  le  calcul  de  cette  force. 

Supposons  l'arc  encastré  à  Texlrémilé  gauche,  tandis  que 
Textrémité  droite  esl  absolument  libre,  et  admettons  que, 
seul,  un  élément  (h  de  Tare  subisse  une  déformation,  tandis 
que  tout  le  reste  de  Tare  conserve  sa  forme  initiale. 

Par  suite  de  la  déformation  dof/sy  la  partie  de  Tare  (fig.  45) 


-  --  --^'* 


'.V  — 


k^ît 


Fig.  45 


située  à  droite  de  cet  élément  tourne  relativement  à  la  partie 
de  gauche  d'un  angle  A^/'f ,  chaque  point  décrit  un  arc  de 
corde,  dont  le  centre  se  trouve  au  milieu  de  f/s  et  dont  Tangle 
au  centre  est  A//<p.  Sur  la  figure,  le  rayon  w  de  Tare  de 
cercle  décrit  par  Textrémité  droite  du  prisme  est  indiqué  en 
pointillé. 

Le  chemin  décrit  par  cette  extrémité  est  égale  à  w^d^. 

Pour  reconnaître  de  combien  la  portée  de  Tare  s'est  accrue  par 
suite  de  la  déformation  subie  par  rA,  supposons  que  Tare 
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ira 


cntiL>r  louriiD  ^uqs  so  iléForrncrauluur  d<;  l'extrémilé  gauche, 
jusqu'à  ce  que  l'extrémUé  droJle  se  trouve  ûc  nouveau  sur 
Vboriionlttli}  primitive.  Les  chemins  parcourus  successive- 
ment par  l'fislrérnilé  droite  forment  l'hypolénuso  et  un  cbU 
(l'un  trianglu  reclang:le  inlinini<int  potit,  tandis  que  le  Iroî- 
siÈme  ctilé  représente  précisément  la  variatiou  rfA/  de  la 
portée.  Duna  ce  triangle,  l'un  des  angles  est  égal  k  l'angle 
compris  antre  le  rayon  w  et  la  verticale.  Nous  avons  donc 
i7A/=  wj  A'/sCOsa^;  A(/». 
En  appliijuant  successivement  le  même  raisonnement  k 
tons  les  éléments  ds  de  l'arc,  nous  trouvons  pour  la  variation 
tolalti  A/  de  la  portée  /de  l'aie  ; 


M=f:id^=f'^,l> 


(12S) 


Nous  n'avons  pas  tenu  compte  ici  de  l'action  de  l'effort 
normal  ;  il  ost  cependant  facile  de  la  considérer.  Si  l'arc  est  de 
faible  courbure,  on  peut  poser  pour  expression  de  la  variation 
correspondante  : 


EP 

Ce  terme  est  uatorollcmenl  négatif,  la  poussée  horizontale 
tendant  A  diminuer  la  portiîe  de  l'arc  ;  A/,  dans  l'équation 
(135),  est  positif  si  M  l'est  aussi,  car  un  moment  po&itif  d'après 
nos  conventions  tend  <i  diminuer  la  courluiro  do  l'arc  et  par 
suite  à  en  augmenter  la  portée. 

Dans  les  déformations  réelles  que  subit  l'arc.  la  portée  reste 
iavariabli'.  Nous  avons  donc  l'équation  de  condition  : 


/■ 


m 


En  niellant  pour  M  sa  valeur  (éq.  118)  et  en  résolvant  par 
rapport  à  11,  on  reloinbe  sur  les  valeurs  trouvées  précédem- 
ment, savoir  sur  la  formule  (120)  si  l'on  néglige  le  second 
ierme,  et  sur  M23)  si    l'on  en  lient    compte.    Nous    avons 


v>J3 
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toutefois  ici  /au  lieu  de  fds;  ce  fait  provient  naturellement  de 

reslimation  arbitraire  du  ternie  de  correction. 

On  peut  aussi  procéder  en  siipposant  pour  un  instant  que 
Textrémilé  droite  de  la  pièce  est  munie  d'une  glissière.  Le 
moment  fléchissant  est  alors  simplement  Mft,  par  conséquent 
raugmentation  de  la  portée  est  : 

J     lE 

Appliquons  maintenant  sur  le  palier  mobile  de  droite  une 
force  horizontale  0,  telle  qu'elle  compense  rallongement  A/,  de 
sorte  que  l'arc  se  trouve  ramené  dans  sa  position  définitive. 
La  force  H  produit  des  moments  fléchissants  négatifs  Wz  ;  le 
raccourcissement  correspondant  de  la  portée  est  (équation  125) 


d'où  Téquation 


J     lE  J    lE 


de  laquelle  résulte  IL  Si  on  le  jugeait  nécessaire,  on  pourrait 
également  tenir  compte  de  la  déformation  due  à  Teiïort 
normal. 

Ces  dernières  méthodes  ont  sur  Papplication  des  théories 
de  Castigliano  l'avantage  d'être  plus  claires.  On  voit  mieux  la 
signification  de  chacun  des  termes  des  diverses  formules.  Par 
contre,  elles  exigent  une  connaissance  exacte  des  différentes 
phases  du  phénomène,  tandis  que  la  méthode  de  Castigliano 
conduit  directement  au  résultat. 

70.   Inflaenee  de»  variaiionn  de  température.  —  Si 

le  système  des  forces  extérieures  qui  agit  sur  un  corps  est 
isoslatique,  les  variations  de  température  sont  sans  influence 
sur  les  actions  moléculaires  développées  dans  le  solide.  En 
effet,  les  forces  de  liai.son    peuvent  alors  être  déterminées  à 
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l'aide  ties  équalioiis  universelles  de  l'équilibre  et  sonl  Um- 
jours  nulles  si  les  forces  exlérieiircs  le  sont,  quelle  que 
§oil  la  lempérnture  à  laquelle  le  solide  est  soumis.  Si 
donc  toutes  les  forces  extérieures  soiU  nulles,  il  faut  que, 
dans  chaque  section  transversale,  les  actions  moléculaires  se 
fassent  équilibre  entie  elles  ;  ceci  n'est  possible,  on  vertu  de 
lliypolhi-'se  de  la  répartition  linéaire  des  actions  moléculaires, 
que  si  elles  sont  nulles. 

Dans  le  cas  d'un  échaulTement  inégal  des  diverses  parties 
du  solide,  il  peut  s'établir  à  l'intérieur  du  corps  des  forces 
élastiques  qui  ne  sonl  plus  ri'parlius  suiviinl  la  loi  de  réparti- 
tion linéaire  ;  îl  n'esl  alors  pins  exact  de  supposer  les  Forces 
intérieures  nulles,  lorsque  les  forces  extérieures  le  sont.  Un 
excellent  exemple  d'actions  niul^culaires  développées  par  suite 
d'un  éclmufFcmenl  in<}gal  est  donné  par  les  actions  moléculaires 
latentes  de  fnbrknûou  qui  se  développent  dans  les  pièces  de 
fonte  refroidies  irrégulièrement  après  la  coulée  et  dont 
certaines  parties  se  sont  solidifiées,  tandis  que  d'autres  étaient 
encore  fluides.  Souvent,  ces  actions  latentes  atteignent  une  in- 
tensité voisine  de  lu  limite  do  résistance,  de  sorte  qu'une  charge 
Irfes  faible  snfllt  pour  causer  la  rupture  de  la  pièce.  Remar- 
quons en  passant  qu'il  est  possible  de  faire  disparaître  ces 
forces  ou  tout  au  moins  de  diminuer  leur  intensité  en  (lortant 
Is  pièce  au  rouge  ou,  comme  l'ont  démontré  des  expériences 
récentes,  en  la  soumettant  à  des  cbarges  réitérées  dont  on 
augmente  insensiblement  l'intensité. 

Nous  exclurons  ce  cas  et  admettrons  qu'à  l'état  initial  le 
corps  n'est  soumis  k  aucune  force  intérieure,  que  la  tempéra- 
luro  varie  partout  uniformément  et  enfin  que  le  coefficient  do 
dilatation  est  le  niénie  en  tons  les  points  du  solide.  Dans  ces 
conditions,  si  le  corps  [l'esl  sollicité  par  aucune  force  exté- 
rieure et  s'il  subit  une  variation  de  température,  il  se  dilate  en 
restant  géométriquement  semblable  à  sa  forme  initiale.  Il  n'y 
n  alors  aucune  cause  pour  que  des  Forces  intérieures  se  déve- 
loppent. 


Si,  par  contre,  In  snliilc  esl  sollirit^  par  un  sysifeme  dt?  forces  J 
byper«talique,  il  [>eut  arriver  que  |kar  suite  de»  liainoua  aux-  j 
ijucllea  il  est  soumiti  il  lui  Koit  impossible  do  se  ililBlvr  librc- 
menl,  on  restant  semblable  à  lui-mftme.  Il  se  produira  de  ce  fait  ] 
do  nouvellps  forces  de  liaistiiis  indépeiidantos  du  sysifcme  des  1 
forces  exlérieiireH.   Les  riuaiililés  stalitiui'meni  indéterniinées  | 
que  l'on  B  àilélermiiierdan»  le  calcul  dvs  piëci'S  soumisefi  >>Ull 
syslùme  de  forces  hyperslaliquo  ne  déperidenl  donc  plus  de  ces 
forces  sculemetil,  mais  aussi  des  variations  de  lempémtnro. 

L'arc  à  deux  articulations  aux  naissances  est  un  exemple  1 
des  cas  (le  ce  genre.  S'il  subit  une  élévation  de  tempi^ratara  Q  I 
ne  peut  se  dilater  en  restant  semblable  à  Iui-m/;iiic  puisque  ta  ' 
portt'ede  l'arc  rosle  invariable;  il  »f  produira  donc  une  poussée 
buriconlale  qui  s'oppose  â  l'ai  Ion  gt-menl  de  la  corde  du  l'apo. 
Cette  force  développe  dans  le  prisme  des  moments  QécbissanLs, 
des  eiïorts  norinaus  et  transversaux  u(  par  suite  de»  acltous 
moléculaires  qui  viennent  s'ajoutvr  k  celles  provenant  des 
forces  extérieures.    En  giinéral.   l'inlensiliî  de  ces   forces  est 
assez  considérable  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'an  tenir  cjiraple 
dan»  les  calculs  de  résistance. 

Pour  les  constructions  établies  en  plein  air,  les  ponts  par 
exempk-,  on  admet  des  variation»  de  température  de  10*  dd_ 
dessus  et  en  dessous  de  la  lempt^ratnre  correspondant  A  l'é 
initial.  Une  pareille  variation  produit  dans  une  conslrnclioa'l 
en  fer  une  dilatation  linéaire  d'environ  1/^000  des  dimeusioils  1 
primitives.  Par  exempli;,  la  distaiicu  des  points  d'appui  d'an 
arc  îi  deux  articulations  de  ïlû  m.  de  pnrli'f  iriiliale  tendrait  àj 
s'allmifrer  de  ^/  ^=  28  mm.  L'augmentation  dt>  la  poussée  ho-J 
riEontale  devrait  fiHe  assez  grande  pour  que  la  déformalioiM 
produite compensAI  exactement  À/.  Posonsd'nnefaçon^ânéraleo 
la  dilatation  de  l'unité  deloiiguourégale&T;  ut  ne  tenons  complu 
que  lies  moments  fléchissants  produits  par  II  ;  il  vient comiT 
pUii^  liaut  : 


-=/¥' 
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I  d'où  l'on  tire  pour  la  poussée  lioriïoiUale  cau8i5e  par  la  varia- 
I  tïoD  de  température 
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I  On  traiterait  de  même  rinfluence  sur  11  d'un  déplacemeiil 
[  possible  des  culées, 

Od  peut  déterminer  racilemeiiL  aussi  les  forces  de  liaisons 
I  dues  k  des  variations  de  température  k  l'aide  des  théorèmes 
I  deCastigiiano.  Soit  U  ruiic  de  ces  forces  de  liaison,  et  suppo- 
[  sons  la  liaison  correspondante  supprimée  :  le  solide  pourra  se 
I  dilater  librement  en  ce  point  ;  soit  '/  le  chemin  décrit  dans 
I  ceUcdilatation  par  lu  point  d'application  de  U,  mesuré  suivant 
lia  direction  de  U.  On  pourra  toujours  calculer  facilement  it 
I  lorupie  Ti  est  donné.  Il  faut  évidemment  que  U  soit  telle  que 
Ile  déplacement  u  disparaisse. 

Bn  terln  de  la  formule  i!!5)  nous  avons  donc 


(127) 


Celle  relation  remplace  la  formule 


F  qui  sert  h  calculer  U,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  variation  de  lem- 
_  pÉratare. 

V  n'est  pas  nécessairement  une  force,  ce  peut  être  aussi  un 
Icouple  ;  il  faut  alors  entendre  par  u  la  rotation  que  ferait  le 
|«olide  considéré  sî  Ik  liaison  était  supprimée. 

Appliquons  ces  rt-sullats  à  l'arc  à  deux  articulations. 

Nous  avons  U  =  H  et  n^  —  r,/,  l'ëqualion  (  1 27)  devient  : 


mnn  niellant  pour  A  sa  valeur  (1I9>.  dans  laquelle  Mb  etit  égal 


■  \1^ 


*  « 
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à  zéro,    puisqu'il  n'y  a  pas  de  forces  exlérieiires,  nous  obte- 
nons : 


d  où  résulte  la  même  valeur  pour  II  que  celle  trouvée  précédem- 
mcnt  (formule  120). 

7l.  Are  enrastré aux  deux  eit^trémitéff.  —  Les  incon- 
nues slatiquemenl  indéterminées  du  problème  sont  au  nom- 
bre de  3;  nous  avons  en  effet  6  inconnues  en  tout  :  les  compo- 
santes verticales  et  borizontales  des  réactions  des  appuis  et 
les  moments  des  couples  agissant  dans  les  sections  d'encastre- 
ment.(iOmme  inconnues  statiquement  indéterminées,  nous  pren- 
drons la  composante  verticale  B  et  la  composante  horizontale 
Il  de  la  réaction  de  Tappui  de  gauche,  ainsi  que  le  moment  Mo  du 
couple  dans  cette  section;  il  vient  alors,  si  Ton  conserve  les 
notations  précédentes,  pour  le  moment  de  flexion  M  dans  une 
section  transversale  quelconque  d'abscisse  x  : 

M  =Mo  +  B.r  —  Il3  —  S  P  (x— />). 

0 

En  particulier,  si  la  charge  est  répartie  uniformément  sur  la 
projection  horizontale  de  Tare: 

M  =  Mo-hBj  —  H^— ^-^* 

z 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  négligerons  les  efforts  nor- 
maux dans  le  calcul  du  travail  de  déformation  ;  nous  avons 
lonc  simplement  : 


I 


En  égalant  à  o  les  dérivées  partielles  de  A  prises  successi- 
vement par  rapport  à  B,  Il  et  M©  nous  obtenons  les  trois  équa- 
tions de  condition  : 


"  \.^ 
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«/A  P}_<^    ,.         /'-^   , 

d\\  ~  J  Elrfll  J    VA 

^  —  /'*L^'  /  _  /A'  /  — 


>  poi 


liera  resoudiv 


Afiros  avoir  renijilacé  M  par  sa  valei 
ces  trois  éiiiiatioris  par  rapport  à  B,  H  cl  Mo-  Les  iiilii^rales 
({d'elles  renfermenl  peuvent  toujours  être  évaluées  graphi- 
quement si  l'intégral  ion  dirai'lc  présente  trop  (iediflicullés. 
Les  3  inconnues  reslanles  se  délcrminenl  cnsnile  à  l'aide  des 
conditions  générales  d'équilibre. 

Reclierclions  quelles  valeurs  prenneiil  les  quantiliis  B,  H  et 
Mo  lorsque  l'arc  no  subit  qu'une  variation  de  température. 
Supposons  l'eslrûmilé  gauche  de  l'arc  libre,  on  reconnaît  que. 
seul,  le  point  d'application  de  II  subit  un  déplacement  dans 
le  sens  de  la  force  (fi  coadilioQ  nalurellemenl,  que  les  deux 
appuis  soient  à  la  même  hauteur). 

Nous  avons  donc  les  trois  équations  : 


il'-' 


5  lesquelles  M  esl  simplement  : 


■  puisque,  [lar  hypolli^se,  il  n'y  a  pi 


s  de  foi 
1  tirerai!  comme  plus  haut  les  valei 


rces  e-steneures. 


?•.   néi«i«tanoe    tl'uu  nnitvau  ou  d'uu   (ube  Irnvitll- 
laut  à  In  eamprenNiou  au  à  rexteuaiuu  ilnus  uu  |tlitQ 


CUAflTHË  V 

dinmétml.  -  La  Rgiim  46  re{>réBeiiU>iiacnr[i!ideromieantiq 
laire  comprimé  rlanx  lo  plan  viTlical  entre  (teus  [ilaijues  avei 
UDC  force  P.L'nliiyau  situé  sons  uno  chaiissi^e  subit  Jcs  effort 
analogues  lorsqiio  passo  utiii  voilure  L'tiargée.Sî  nous  considéj 
rons  au  lieu  d'une  compression  une  f-vlensicin  de  luême  mlera 
sité.lcsdéformalionsel  les  actions  moléculaireR  soûl  les  mfiniQI 
envaleurabsoluo;  seul  leur  signe  change.  Un  tnuilloudufortua 
annulaire  d'une  chnine  cliargëe  h.  imc  csLrémilé  Iravaillfl 
cxautemeiil  dans  crrs  conditions.  II  suffît  par  suite  do  lraite| 
l'un  des  cas,  «lui  de  la  compression  par  exemple. 

On  rticonnatt    immédiatement  que  l'on  peut  se  borner  \ 


ng.  « 


considérer  un  quadrant,  les  Iroi»  antres  se  trouvant  dansdcft 
coudilionH  absolument  analogues.  Knvisageous  le  quadrnnl 
supérieur  de  gauche  cl  suppoaons-le  siiparé  du  reste  du  tiorps. 
Pour  que  rien  ne  soit  r.baugé,  nous  devonn  appliquer  sur  les 
surfaceit  de  sépaiation  des .systitmes  de  forces  e\16ricures  éqai. 
valants  aux  systiimesdos  uclinns  moléculaires  qui  agissaient 
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préirùHi^ninienl  sur  ces  seclions.l'oiir  laseclioii  liaiisversnlfi  ho- 
rizontale, laréauUanle  de  cesystfeme,  que  nous  pouvon:^  sup- 
poser passer  par  lo  contre  de  gravil(5,  csl  évldemnienl  perpoti- 
diculaire  k  la  .lectioii  par  raison  d(!  symétrie  ;  en  eiïel,  les  deux 
qumlranls  ()ui  se  joigiienl  suivant  celle  i^eclion  travaillant 
liaiis  dts  cnnditîons  absoUimi-nlsenibiable.  Taclion  et  la  réac- 
lîon  qu'ils  excrticnl  riiii  sur  l'autre  doivent  (Mre  dirigées  par 
rapport  h  l'un  esaclement  comme  par  rapport  k  l'autre  :  ceci 
n'est  possible  que  sil'anglo  qu'elles  forment  avec  le  plan  ilela 
Mdiou  est  droit;  de  plus,  en  eonsiik'ranl  l'équilibre  d'une 
Oioîtié  du  corps,  on    voit  que  la   résultante  a^issanl    sur  la 

p 
sccliou  transversale  liorizonlate  est  égale  k  -. 

SoiL  Mo  le  moment  du  couple  inconnu  agissant  sur  cotte 
section.  Le  moment  llérhissant  M  dans  une  Boclîon  trans- 
versale quelconque  dont  le  plan  esl  incliné  de  l'angle  f  sur 
l'horizon  est  donné  parla  relation  : 

M  =  M„4-j(''—  rcos^) 

L'effort  normal  N  agissant  sur  la  section  esl  égal  à  : 

P 

—  cos  9 

Nous  ne  considérons  d'abord  qne  l'inHuenco  de  M  dans  le 
calcul  des  déformations,  celle-ci  étant  assez  prépondérante 
puur  que  l'on  puisse  se  borner  à  tenir  compte  d'elle  seule 
tiuis  les  calculs  pratiques. 

La  déformation  du  quadrant  est  soumise  k  la  condition  que 
lus  sections  uxtrëmes  demeurent  perpendiculaires  entre  elles. 
En  effet,  ii  l'axe  longitudinal  correspond  un  angle  de  360", 
lequel  ne  snbit  aucune  variation  lanl  que  l'axe  longitudinal 
ne  cesse  pas  d'ôtre  une  courbe  fermée,  c'est-à-dire  lanl  qu'il 
n'y  a  pas  rupture.  De  plus,  les  quatre  quadrants  travaillent 
dans  des  conditions  absolument  semblables  ;  l'angle  au  centre 
de  DO"  qui  correspond  k  chacun  d'eux  ne  doit  donc  pas  non 


pins  subir  de  variation.  L'équation  de  condition  nécessaire 
pour  déterminer  la  seule  inconnue  staliquement  indélerniinée 
du  problême,  M»,  est  donc  la  suivante  : 


f' 


nous  avons  trouvé  précédemment  : 


par  suite  : 


(M.+  ^'-^'cosî)r./j 


Si  l'on  substitue  celte  valeur  dans   l'équation  ci-dessus  et 
si  on  laisse  de  ctStéles  facteurs  constants  1,  Eetr,  on  obtient  : 


X2  Vr        Vr 

(M„+---<:os--)</f  = 


■Pr  = 


-  0,182  Pr 


Ainsi,  aux  extrémités  du  diamètre  liorizotilal,  le  moment 
t1éc)iissant  est  négatif  :  il  tend  par  conséquent  à  augmenter  la 
courbure. On  pouvait  du  reste  s'attendre  à  ce  résultat  en  consi- 
dérant la  ligure.  Celle-ci  laisse  reconiiaitre  de  mtme  que  le 
moment  flécliissant  aux  oxtréni^és  du  diamètre  vertical  est 
positif. 

Dans  l'espression  de  M,  le  second  lermt;  est  positif,  Mo  est 
donc  le  moment   t]iaxin)um  de    signe  négatif.  Le   plusgrand 

itiomcnLpONitifcunospoiiil  ù  la  valt'ur  -^  ~-  -;  on  trouve  : 
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M„  =- =0,318  Pr. 

—  TT 

2 


C'esl  donc  aux  extrémités  du  diamètre  vertical  que  le  mo- 
ment fléchissant  atteint  son  maximum  absolu  et  par  suite  que 
le  travail  de  la  matière  est  le  plus  considérable. 

Si  le  solide  considéré  est  par  exemple  un  tube  de  longueur  l^ 
dont  Tépaisscur  des  parois  est  oja  section  transversale  est  un 

rectangle  dont  le  moment  de  résistance  est  ---  ;  onobtientdonc 


pour  le  travail  élastique  maximum  : 

Tenons  maintenant  compte  de  Tinfluence  de  TcfTort  normal 
sur  les  déformations.  On  a,  formule  (iil)  : 

N  Mrrf'f 

EF    ^^    lE 

doue  dans  le  cas  qui  nous  occupe  : 

[P  Mnt*  P/*  ~1 

^  C08O +—  -H  -  (;--rcos y)]  do 

en  intégrant  entre  les  limites  o  et  -et  en  égalant  Tintégrale  à 
zéro,  nous  obtenons  : 

P         MqV  7c       Pr*  r.        Pr« 

d'où  nous  tirons  : 

7Î— 2       p<«\ 


Mo=  — (Pr-- h—) 

\         271  Tzr/ 


OÙ  /  désigne  le  rayon  de  gyration  de  la  section  transversale 
relatif  à  Taxe  principal  parallèle  à  Taxe  du  tube.  En  particu- 


pour  une   sectîoa  rectaiigulair»  nous  avons/'  =  — ,  pan 


suite  : 


Le  leime  rcprésisrilarit  l'influence  de  l'effort  aormal  u'alleinU 
uue  valeur  iiotalile  i]ue  si  t'ëpaissour  du  lube  est  Irâs  grrandn 
cnniparativcmeut  à  sou  rayon. 

Nous  trouvous  ici  ; 

Ce  nionienl  fléchissant  est  un  peu  plus  petit  que  celui  Quoj 
nous  avions  trouvé  précédcmnienl,  c'est-à-dire  que  le  tnbo  peuU 
supporter  une  charge  un  peu  supérieure  à  ldIIiï  quu  donue  Ia, 
formule  (128).  L'expression  exai^lo  de  R  serait  : 


<-,S-.)  «3») 


Pour  5  =^,  le  second  terme  de  la  parenthèse  est  égal  i 
environ  0,OQ3  ;  on  peut  donc  le  négliger  sans  conuimtlred'errenrl 
appréciable  laiil  que  les  parois  rlu  lube  ne  sont  pas  IropV 
épaisses  ('). 

Calculons  encore  l'allongement  i'/  du  diamètre  horizontal,] 
nous  pouvons  utiliser  la  formule  qui  donne  l'augmenlatioD  àem 
portée  d'un  arc  ;  nous  avons,  formule  (lâti)  : 

1,  11  résulte  d'une  sért«  d'essais  faits  par  l'auteur  sur  ites  Anneani  «tl 
acier  que  ceux-ci  supportent,  aiant  de  subir  des  dériirmalions  (ilailiqaoail 
une  clinrt'c  de  plus  ilo  50  0/0  supi^ricurc  b  celle  que  denuc  le  raloiil.  Lai 
raison  de  ee  phénomène  est  prolinbl^ment  la  suivante  :  sous  l'inHuenee  de  lal 
clurge,  l'anneau  ^ubitdcsddfbi-maiiùns  plastiques trf«  petites,  '[ui Ëcliappentn 
à  nus  moïena  de  mesure,  aux  points  oti  le  travail  élastique  c^t  le  plnsl 
grand.  Ces  dâformatiouH  entraînent  une  autre  ri^parlition  des  artions  mol6cii-1 
lalresdanale»  sections  transversales,  cequipermelM'anneHudeBnpi'urlttrdwl 
eharjM  pin»  grandes  que  celles  données  parla  formule,  laquelle  njiUin:ll»<l 
ment  cesse  d'ëU-i:  applicable  ïitOt  que  la  loi  de  llooko  n'est  piu6  satisfaite. 
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aotii  aurons  mainlenaiil  Ac/aii  lieu  île  A/,  de  plii! 


M: 


=  Mo  +  ^tl'  r  —  rcosifj  et  z  =  r  cosf 


Il  siiflil  d'élerulre  l'iiilt^graie  k  éiii  iiuadt-mil  soulemenl  el 
du  doubler  le  résultai,  i'osoiis  iiniiiédiatemenl  1=-^,  alin  de 
trailor  complète  me  ni  le  cas  du  lube  (ou  celui  d'un  anneau  do 
section  reclangulaire),  II  vient,  tous  calculs  fails: 

(131) 

Nous  aurions  pu  nalurcllemeiil  Hniployer  les  théorèmes  de 
Casti|^liatiij  pour  arriver  aux  résullats  ci-dessus.  Nous  allons 
montrer  comme  ces  théorèmes  peuvent  servir  ii  r<5soudre  nn 
(»s  plus  géïK^ral. 

Soil  (Rg.  47)  un  corps  de  forme  annulaire  soumis  à  l'action 
d'nu  système  de  forces  normales  h  la  face  extérieure  (ou  à  la 
fitce    inlërieure)    et   constituant    un    système    en    équilibre. 
Il  s'agit  de  déterminer  le  Irayail 
élastique  de  la  matière  dans  une 
section  transversale  quelconque. 
Menons  une  section  m/n  A  tra- 
vers l'anneau.  Les  actions  molé- 
culaires ugissaiil  sur  celte  section 
peuvenl  être  ramenées  à  un  effort 
normal  Nd,  à  un  effort  tranchant 
To  et  fi  un  couple  de  moment 
Mo.  Si  ces  trois  quantités  étaient 
connues,  on  pourrai!  déterminer 
immédialeraenl     les     quantités 
corr«;«pcindante!i  N,  T,  M  relatives  h  une  f^eclimi  transversale 


r|iielcijii(]iiL',  raisaiil  un  an^to  f  avin-  l;i  si'clioii  i>itti  ;  il  sei 
facile  d'wJi  lirer  ensulln  la  valeur  ilu  Iravail  élustiquu  tlv  la  J 
inalii^rc.  Le  probli-mi!  ciinsi^le  donc  à  déterminer  les  vuteurs  ] 
do  Na,T„  cl  Mo-  La  riiBrclii>  ti  suivre  esl  semblable  h  colle  em- 
ployée k  l'arliclo  71,  car  nous  pouvons  considérer  l'atinvau 
comme  un  arc  encaslré  aux  extrémités  ;   le  fait   qui;  dans  le 
cas  parlieulior  les    deux  extrémités  r»Incidenl  ne    change 
rien  an  raiKoiinemenl-    Nous  formons  donc  comme  précé-  | 
demmeiil    l'esprossioD    du  Iravail  de    (léformaliou  A,   puur  | 
laquelle  il  suffit  en  gém'ral  de  ne  tenir  compte  que  des  mo- 
menls  de  desiuii,  puis,  en  égiilaiit  k  zéro  les  dérivées  partielles 
de  A  prises  par  rapport  anx  quantités  N„,  T«  et  Mo.  nous  obte- 
nons trois  équations  qui,  jointes  aux  conditions  d'équilibre, 
suflisent  pour  déterminer  Md,  N,,,  Tnsatis  ambig-uilé.  En  elTet,  J 
lespoinls  d'applicniion  an  Nn  et  de  Tu  ne  se  dt^placenl  pas,  cl  le  ' 
plau  dti  couple  M»  reslo  fixe  dariâ  l'espace  puisqu'eii  réalité 
l'anneaii  ne  présente  pas  de  sotniiou  de  continuité  le  long  de 
la  scclioiw/i»i.  Les  dérivées  partielles  dn  travail  de  défonna- 
tion,  prises  par  rapport  k  N,>,  Tu  et  Mo,  sont  donc  bien  nulles,  j 
eu  vertu  du  tliéorème  de  Castigliaiio. 

Les  maillons  de  chatnes  sont  en  général  de  forme  allungée.J 
Si  l'on  en  assimile  l'a-ve  longitudinal  A  une  ellipse,  le  calcula 
s'opère  exaclomenl  comme  lorsque  cet  axe  esl  circulaire.  On 
renconlre  toutefois  au  cours  du  calcul  dos  intégrales  ellipli- 
qoes.  Il  csl  préférable  alors  de  remplacer  l'intégrale  par  une 
somme  de  termes  en  nombre  fùiî,  ou  bien  d'avoir  recours  à.  uoe 
quadrature  mécanique.  .^b.slt'action  faite  de  la  longueur  des 
calculs,  ce  cas  ne  présenle  pas  de  diflieullés  spéciales. 


9S.  Re«iior(  vil  ■pïrlll(^.  —  Luriiqu'on  bande  le  ressorLl 
(Hg.  48).  c'esl-à-dire  lorsqu'on  l'enroule  autour  do  l'axe,  tandisi 
que  l'on  maintient  Gxe  l'autre  extrémité,  la  courbure  de  cliaijael 
élément  du  ressort  augmente. L'angle  As  dont  on  a  faillourncPÏ 
l'axe  est  évidemment  éf^al  k  la  somme  des  variations  angulaires  I 
élastiques  Ar/'^  i|u'éprouvent  les  angles  formés  par  leâplanttilea| 
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sections  Iraiisv 
rlu  rossui'l,  Ll> 


rsales  liinilaul  lus  ûlénit.'iiU  do  longueur  r» 
essurl  exerce   uiio  force  P  sur  le  point  d'al- 
lacbe  V,,  dirigée  ptirpeiidiciilaire- 
nienl  au  rayon  vecteur  joignant 
ce  point  an  centre  du  rcssorl . 

Le  uiomoiiL  ilécliissauL    agis- 
saiil  sur  un  élément  ds  dont  la  } 
ilislancr  à  P  esl  y,  est  : 

M -l'y 

'^'  Car,  si  l'on  suppose  le  ressort   ! 

coupé  en  ce  point  et  si  l'on  envisage  la  partie  comprise  entra  1 
cette  section  et  le  point  d'atlaclie  C,  on  voit  que  I*  est  la  seule  j 
force  extcrienre  agissant  sur  le  corps.  Le  si,^ne  de  M  est  le  j 
même  pour  tous  les  élémeiils  ;  dans  la  disposiiion  de  la  Hgure 
il  serait  négatif  d'après  nos  conventions.  Il  suffit  toutefois  de  | 
considérer  la  valonr  absolue  de  M,  aucun  doute  ne  pouvant 
s'élever  au  sujet  du  sens  des  déformations. 
Lji  formule  (U3)  donne  : 


^,h 


_P.".y 


d'oti,  en  intégrant  le  long  de  l'a\e  lo[i[>itii<lin;tl  du  r 
en  suppu.sant  la  section  constante 


^s.A 


((32) 


L'intégrale,  dans  la  formule  eî-dcssus,  aune  siijnilicalion 
tria  simple  :  c'est  le  moment  slati(iue  de  l'axe  longitudinal  du 
ressort  relatif  à  nno  droite  coïncidant  en  direction  avec  la 
force  V  ;  il  qsI  égal  an  prorluit  de  la  longueur  de  cet  axe  par 
la  diittancr'  de  son  centre  de  gravité  à  la  force  P.  Or  ce  centre 
4e  gravili?  coïncide  sensîltlomoiit  avec  le  centre  de  la  tige  sur 
lai]uellt>  .«'enroule  le  ressort  ;  nous  pouvons  .Inric  pos,'r  : 


A?  =  '^' 
^        tE 


Le  bul  He  l'oniploi  do  rossoris  on   spirale  dmis  les   oiéca-i 
nismos  est  de  m  magasiner  sous  forme  de  Iravait  de  Héforma- 
Iton  une  corlaine  quatiUlé   d'i-neigiu  di^leriiiin^u  par  les  con- 
ditions dans  lBH(jae[les  les  mécanismes  aiironl  à  fonctionner. 
Il  est  dune  fort  iniporlant  de  savoir  calculer  le  travail  de  défor- 
malioii  A.  Le  pitts  Himpleest  de  déterminer  le  travail  qa*il  faut 
dépenser  pour  remonter  le  ressort,  c'osl-i-dire  pour  l'enrouler 
aulonr  de  la  tige  centrale.  Remarquons  que  les  forces  exté- 
rieures appliquées  sur  celle  tige  doivent  Faire  équilibre  h  la 
force    P  qui    agit    sur   i'esIrL'niilé    C  du   ressort  ;  il    faut 
donc  qu'elIcH  se   réduisent  h,  une  force  égale  et  parallèle  à  P 
passant  par  I'hkc  de  lu  lige,  et  à  un  couple  de  moment]*/).   La 
force  uniqui'  agissant  sur  la  tige  est  compensée  par  les  réac-  | 
lions  des  coussinets  de  celle-ci,  taudis  que  le  nioni''nl  Vp  doit  f 
l'être  par  une  roue  h  rochel  placée  sur  la  tige  et  par  un  cliquet.  ' 
Pour   remonler  le  ressort  il  faut    appliquer  un   couple   ût 
mf>tiie  moment  et  de  sens  contraire.  Le  travail  produit  par  oa 
couple  dans  une  rolalion  est  i^gal  au  moment  du  couple  mul- 
tiplié par  l'angle  dont  le  solide  a  tourné,  exprimé  en  fraction 
du  rayon  1.  Ici  nous  devons,  de  plus,  multiplier  encore  cetio  J 
expression  par  1/2,  puisque  lu  moment  croit  insensiblement  al 
mesure  que  le  ressort  se  tend,  de  o  A  une  valeur  niasimum.r 
Nous  avons  par  conséquent  : 


A  =  ^  M  ii  . 


iPp)'t 


(134) 


On  clicrrhe  naturellement  à  utiliser  le  ressort  le  mieux  po»- 
sildc,  c'csi-à  dire  fi  y  emmagasiner  le  plus  d'énergie  possible. 
La  limite  est  donnée  par  ta  valeur  que  peut  atteindre  au  maxi- 
mum le  travail  élastique  de  la   matière  ;  elle  est  eu  gén^raH 
très  élevée,  plus  élevée  que  dans  les  autres  genres  de  oon^ 
struclion,  &  cause  de  l'excellente  qualité  dos  matériaux  eai| 
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ployés  pour  la  fabrication  des  ressorts.  En  aucun  cas,  naturellc- 
raent,  la  limite  d'élasticité  ne  doit  être  dépassée. 

Soit  R)a  valeur  maximum  du  travail  élastique,  nous  avons  : 


car  le  moment  (le  flexion  atteint  sa  valeur  maximum  dans  la 
spire  extérieure,  au  point  diamétralement  opposé  à  l'extré- 
mité C  du  ressort,  Le  bras  de  levier  de  la  force  P  est  donc  sen- 
siblement égal  à  2  p. 

Tirons  de  cette  é^ualion  la  valeur  de  \*p  et  substituons  dans 
la  formule  (134)  il  vient  ; 

Supposons  la  section  du  ressort  rectangulaire  et  soit  6  et  A  les 
. , ,     ,  ,      ,       Ah'  h 

mUbs  du  rectangle:  1  =-7-71  ^=~ 

(136) 

oïl  V=  bhl  signilie  le  volume  du  ressort.  On  voit  ainsi  que 
la  quantité  d'énorgrîe  iju'un  ressort  peut  emmagasiner  ne 
dépend  quede  son  volume,  donc  que  de  la  quantité  de  matière 
employée  et  non  pas  des  quantités  /',  h  et  /prises  séparément. 


EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  V 


Exercice  '■26.  —  La  xection  d'un  prisme  à  oxp  curviligne  est 
un  rectauyle  de^  cm.  (te  largeur  et  df  4  cm.  de  hauteur,  (celle- 
ci  étant  mesurée  dnns  le  sens  du  rayon  dv  courlmre)  le  rayon 
iU  tvurhurt  de  l\ur  lijnijiluiUnnl  est  i-gal  à  5  cm.  De  combien 
ler%  valeurs  du  travail  l'iastifjue  maj:imiim  produit  par  un  mo~ 
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ment  (le  fIe.rion  M  calculées,  d'une  part,  daprh  l'hypothèse  de 
Hernouilti,  dautre  pari,  daprès  la  formule  R  =-ry,  diffèrent- 
elles  Pline  de  fatitre  ? 

Solution.  —  Dans  l'Iiypotlièse  de  Bernouilli,  l'iiilcnsilé  de 
l'action  moléculaire  est  donnée  par  la  Formule  (1 16)  : 

r  +  y 
où  {■  désigne  une  quantité  indépcndatite  d'y  que  nous  calcu- 


Fig.  49 

lerons  plus  bas.  Les  dislances  y  sont  mesurées  à  partir  de 
l'ase  neutre  NN,  dont  il  faut  déterminer  la  position.  Nous  uti- 
lisons à  cet  cfTet  l'i-qualion  : 


)W= 


qui  exprima  que  les  actions  moléculaires  se  réduisent  à  un 
couple  résuUanl.  En  tenant  compte  dt>s  notations  indiquées 
snr  la  fig.  49,  nous  avons  :  y  -\-r  ^=  u  g\.  d¥=  bdu.  L'équa- 
tion précédente  devient  par  suîlc  : 
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i'oi  : 


h 


log 


C-i) 


en  inlrodiiisant  les  valeurs  numériques  de   Ténoncé,   nous 
trouvons  : 

r  =  —  =4,72  cm. 

L'axe  neutre  est  donc  éloigné  de  0,28  cm.  du  centre  de 
la  section. 

II  faut  encore  déterminer  la  constante  c.  Pour  cela,  écrivons 
l'équation  exprimant  que  le  moment  fléchissant  est  égal  au 
moment  résultant  des  actions  moléculaires  : 


M 


=  TRyrfF 


du 


Eiïecluons  l'intégration  dans  le  second  nombre  : 


(u- 


!!—r^'du=  rùdu—2r  fdti+r' 


=  ----2rh  +  rUog^ 


or  : 
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h  —  r  log  —  =  o 


£- 


.    /«,  +  M, 


et  par  suite  : 


C^-') 


Soit  ti,  l'intcDsilé  de  l'action  moléculaire  dans  le»  fibres  les 
plusiiiléricure8[»  =u,).  Ru  le  travail  élastique  dans  les  fibres 
extérieures  (»  =«i)  ;  il  vient  : 


n    __      "1  —  '  ^ 


8(5-4,78)    3    " 


—  0,256  M 


R„  = 


«(5  — 4,7Î)    7 


0,145  M 


t'unilé  de  longueur  étitnt  le  centimètre.  Les  signes  de  Ri  et 
Rii  di^pendent  do  ccu\  de  M  ;  nous  n'avons  du  reste,  pas  à  nous 
en  occuper  ici.  Le  travail  élastique  maximum  se  produit  dans 
l'arête  intérieure. 

La  formule  R  =—- que  noua    considérons    comme    plus 

e.\acte  donne  pour  Tart^te  inlérieure  et  pour  l'arête  extérieure 
des  valeurs  de  R  égalcij  en  valeur  absolue,  savoir: 


R. 


Entre  les  valeurs  (le  Rm,ij  doniiérs  par  les  deux  mélliodes 
lu  (liircr.uicc.'s(.loiicO.O(>y  M,  soit  lie  30»  Ode  la  valeur  don- 
née par  la  formule  simple,  l-o  tiavail  élastique  produit  par 
l'elTort  normal   qui  vient  s'ajouter  à  celui   d<5veloppé   par  le 
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Otauvemeul  fie  fli>xion,  (eiiil  k  Jiminiier  un  peu  celle  diffé- 
rence. 

Exercice  Î7.  —  Un  prisme  tf  acier  tloux  de  section  quadran- 
guiaire  de  6  cm.  de  côté  et  dont  l'axe  longitudinal  est  une 
courbe  de  0,Wcm.  de  flèche  et  de  im.  W  de  portt'c  est  encastré 
à  ses  deux  extrémités.  Au  milieu  agit  une  force  concentrée  de 
SOOOkg.  Déterminer  la  poussée  horizontale  et  le  travail  élan- 
iiçue  maximum- 

Solution.  —  Bien  que  cela  ne  suit  pas  expresséoicnt  men- 
lioiiné  dans  l'énoncé,  nous  admettons  que  l'axe  longiludinal 
du  prisme  osl  une  parabole.  Nous  avons  fail  remarquer  pré- 
cédemmenl  que  celle  liypothisse  esl  possible  lanl  que  la  cour- 
bure de  l'axe  esl  faible.  Si  /  désigne  la  porlée  de  l'arc,  /,  la 
flèche  et  si  nous  prorions  comme  nrlgiiie  le  point  d'appui  de 
gauche,  l'axe  des  ;r  élanl  choisi  horizuutal,  l'équation  de  la  pa- 
rsbole  sera  : 

Le  moment  do  flexion  M(,  produit  parla  charge  concentrée  P 
dans  une  section  quelconque  d'abscisse  x  esl  égal  à  —  ;  on  a 
par  conséquent  (formule  121): 

fMitd.v 


Nousavons  remplacé  lei7.*delRformule(121)par  rfj.  C'estlà 
ane  approximation  permise  dans  lapratique,  atin  de  siniptiGer 
les  calculs.  Dans  un  arc  de  faible  courbure,  (/.«dilfere  en  elTcl  fort 
peu  de  dx;  do  plus*/*  se  Ironve  dans  la  formule  aussi  bien  au 
numéralenr  qu'au  dcSnominaleur  ce  qui  lend  encore  àdimi- 
nocr  l'erreur  comniiso.  Si  Mt  était  en  cliaque  poini  propor- 
tinauel  k  s,  H  ne  sérail  pas  cbiingé  lorsque  l'on  remplacerait 
(A  par  dx.  bans  les  autres  cas,  l'erreur  esl,  au  plus,  de  même 
onlro  que  la  dJITérenco  entre  la  longueur  de  l'arc  et  celle  de  la 


'*ï''~ 
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corde  comparée  à  la  portée  totale,  de  sorte  que  pour  uq  arc  à 
faible  courbure,  elle  est  certainement  comprise  à  Tiutéricurdes 
limites  d*exactitude  que  Ton  peut  imposera  un  calcul  de  résis- 
tance. 

En  substituant Mfr  et;: dans  la  formule,  il  vient  : 

Nous  n'intégrons  que  le  long  de  la  moitié  gauche  de   Tare 

Px 

parce  que  l'expression  Mf,=  —  cesse  d'être  valable  pour  l'autre 

moitié.  L'intégrale  du  dénominateur  de  H  peut  être  prises 
directement  entre  les  limites  o  et  /.  Il  vient  : 

f  z'dx  =^  f  (/V  — /2a:'  4-a:*)  dx  =^^n 

et  par  suite,  nous  avons  : 

Le  moment  fléchissant  total  est  : 

M=-fa;  — H3  =  1500  J-  -35205. 

Pour  en  trouver  le  maximum,  nous  égalons  à  zéro  le  déri- 
vée de  cette  expression,  prise  par  rapport  à  x, 

^=  1500  -  3520^^=  1500  —  3520  •^{l—2x)  =  o 

dx  dx  r 

d'où  a:  =  22  cm,  c  =  12cm. 

Le  moment  dans  cette  section  est  négatif;  nous  avons  donc  : 


\ 

\ 
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Mmm  ==  —  9200  cm.  kg. 

tly  a  lieu  lie  cotisidérE>r  encore  le  mumeril  fléc)ii.ssaiil  au 

I  Sdinmel  de  l'arc,  qui  n'esl  \)H^  un  maximum  analyliqui?,  par 

suite  du  fail  i]uc  Te-tpressioti  rie  M,  subit  une  iliscôiilinuiléau 

soiiimel  de  l'arc,  mais  qui  cepcndaul  esl  lu  plusgrand  moment 

en  valeur  absolue.  Il  vient,  en  ciïel  : 


M^=1500X<>0— 3520X20- 


-  19600  kg.  cm. 


le  travail  élastique  niaxiinum 


»=rf- 


-  =^  oi4  Kg.  parci 


A  ce  travail  s'ajoute  celui  développé  par  un  ilTurL  uiirmal 

égala  H,  savoir— -r=  98  kg.  par  cm*.  Le  travail  élastique 

maxinium  à  la  compression  est  donc  5i4  +  98  =6i21(g.  par 

I  cm'  et  le  travail  maximum  à  l'extension  :  544  —  98  ^=  446  kg. 

par  cm' 

Exercice  iS.  —  Le  infime  prisme  est  soumis  à  une  charge 
totale  de  10.000  kg.  uniformément  répartie  sur  sa  projection 
horizontale.   Calculer  la  poussée  H.  1*  en  tenant  compte   de   , 
Feffort  normal,  ^2°  en  tiégligeanl  l'influence  de  ce  dernier. 

Solution,  —  Nousn'avons  qu'à  introduire  les  valeurs  numé- 
riques dans  les  formules  de  l'article  7Î. 

Dans  le  premier  cas,  la  formule  (122)  donne  : 


H  =  .?T  =  - 


=  7SO0  kg. 


Dans  le  second,  nous  employons  la  formule  (lii).   Nous 
avons  : 

II        »'■  -' 


par  suite,  en  tenant  compte  (le  la  valeur  trouvée  plus  liaul  pour 


;- 


'<b  : 


■  ■    .  f 


'  »     M  ■ 
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j  }\i,z<lx  =ff  Z'dx  =  ^'j^ 


f 
15 


Il  vieiil  déplus  : 


Donc,  en  remplaçant  aussi  ici  ds  par  dx\ 

7 ^=—      Ini^fU     8xi0«  +  i5x3 

Comme  on  voit,  la  différence  entre  les  deux  valeurs  de  H  est 
sans  importance. 

Exercice  W.  —  De  coinlnen  augmente  la  corde  du  prisme^ 
dans  le  cas  de  charge  de  r exercice  i?7,  si  fon  suppose  le  solide 
non  plus  encastré  mais  cu^ticulé  aux  deux  extrémités, 

Solutioîi,  —  Si,  dans  l'équation  (125)  on  remplace  M  par 
Mb  et  ds  parr/x,  il  vient,  si  Ton  lient  compte  des  résultats  trou- 
vés et  si  Ton  prend  E  ==  22  X 10'  kg.  par  cm". 

.  ,        Alftr       51>/V       5  X  3000  X  120»  X  20       ^  ^^ 

iXi=  I  — == == =  U.oo  cm. 

J     IK         48IE         48  X  22  X 10»  X  108  ' 

Si,  dans  le  cas  du  problème  27,  Tun  des  points  d'appui  cède 
de  1  ^/m  dans   le   sens  horizontal,  la  poussée  en  sera  dimi- 

^    ,   3520      ^^^, 
nuéede-— •  =  926kg. 

Exercice  20.  —  Selon  quelle  loi  F  épaisseur  d'une  bague  de 
piston  doit^elle  diminuer^  en  s' éloignant  de  chaque  côté  de  la 
fente ^  pour  que  la  bague  exerce  sur  tout  son  pourtour  une  pres- 
sion spécifique  constante  p  sur  les  parois  du  cylindre? 

Solution, —  Considérons  une  portion  de  la  bague  comprise 


\ 
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eiiire  la  solulioii  de  conliiiuilt^  et  une  seclion  quelconque  dont 
le  plan  fait  un  angle  tp  avec  la 
section  transversale  (fig.  SO).  Les 
forces  exlérieiires  qui  agissent 
sur  celle  portion  admettent  la 
niemt!  résultanle  que  si  les  pres- 
sions étaient  réparties  sur  la 
corde*.  En  effet,  cousidéron»  un 
liquide  remplissant  le  segment  :  ce 
dernier  serait  en  équilibre  sous 
l'inlUienre  de  la  pression  spécîfi- 
(|ue  qu'exercerait  le  liquide  sur  toutes  les  faces.  De  là  résulte 
que  la  résultante  des  forces  agissant  sur  l'arc  est  égale  en  gran- 
deur à  celle  ries  pressions  agissant  sur  la  corde  el  coïncide  en 
direclinn  avec  elle.  Si  nous  désignons  par  h  la  hauteur  de  la 
bague  (dans  le  scua  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure),  celte 
résultante  est  égale  à  pbs,  et  par  suite  le  moment  (Il^i 
dans  la  seclion  ^  est  donné  par  l'expression  : 


Kig.  âo 


M  = 


-  ;ii  -  =  2;>ir'  siil'  | 


Supposons  que  le  rayon  primîtîfde  l'anneau  di>  foule  dans 
lequel  a  été  découpée  la  bague  soit  égal  k  /■  -}-  A''  ;  colle-ci 
doit  subir  une  certaine  déformation  élastique  pour  s'ap- 
pliquer ensuite  exactement  contre  les  parois  du  cylindre  de 
rayon  r.  Nous  avons  donc,  d'après  l'équation  (IIS)  : 

11  M 

r       (r-|-ar)*~EI 

OU,  en  désignant  par  h  l'épaisseu  r  variable  de  la  bague  : 
l_       1      _  12  q  ^,^j^j,  ¥ 


A**  (^lanl  petit  par  rapport  à  r  nous  ponvons  écrire  simplement 
le  membre  (1l>  ^-audif  —  ;  en  résolvant  alors  l'équaliuDpar  rap- 


port  à  A,  il  vient  : 


cy'siti'î 


où  c  désigne  une  valour    constante   ponr    un  annt>au   tloniié, 
savoir  : 


v/^ 


Ufir^ 


a  prusi^iuii  p 


C  n'est  autre  chose  que    l'épaisseur  dn  la  bague  au  point  dia- 
métralement opposé  &  la  solution  de  conliiiuilé.Si  l'ini  supposel 
c  et-Ar  donnés,  un    peut    invcrseniL'nt   ralculcrlap 
exercée  sur  la  paroi  du  cylindre. 

Pour  ç  :=  o  et  !Ç  ^=  'iùO',  U  ^  a  ;  la  bague   devrai)  donc  î 
terminer  en  biseau.  Ce  n'est  en  général  pas  le  cas  dans  la  pra- 
tique ;  à  purl  ce  détail,  il  est  d'uMuge  d'uiigmenter  l'épaisseur 
de  la  bague  vers  le  milieu  suivant  laloi  Irouvée  plus  haut. 

Nous   avons  supposé  h  très  petit  par  rapport   à   r,  ce  qui 
nous  a   permis  de  confondre  r  avec  le  rayon  de  la   Sbro  . 

moyennne;  siriclement.il  aurait  fallu  écrire  r  —  -■ 


s'il  s'agit  d'étiidiur  la 
cette    correction 


Dans  le  cas  particulier  toutefois,  où 
question  dans  ses  traits  généraux, 
superDue. 


Exercice  31 .  —  Une  fiaire  <le  section  constante  est  courbée  e 
forme  ftV,  fig.Si.  On  applique  à  une  hauteur  a  au  dessus' tteM 
la  base  deux  forces  P  qui  tendent  à  écarter  les  deux  brasdelam 
pi^ce.  Démontrer  que,  dans  la  déformation  qui  xe  produit,  /«  I 
parties  des  bras  situées  au-dessus  de  a  tournent  chacune  aiitour\ 
d'un  point  fixe  o  et  déterminer  la  position  de  ce  point. 

Solution.  —  Les  parties  des  bras   situées  au-dessus  de  a  1 
demeurent  naturellement  rectilignes  puisqu'elles  ne  sont  sou- 
mises h  aucune  force  extérieure. 


PRt8Ht:S  K  AXE  CimVIUGNE  i*:^ 

Nous  pouvons  coiisid<:rer  la  pi^ce  comme  uu  prisme  doiil 
l'axe  longiludinal  est  formé  par  3 
côlés  (l'un  recUngle.  Nous  délcr- 
I  :  j  i         minerons  d'abord   de  combien  la 

dislance  entre  les  bras  de  lU, 
mesurée  à  la  bauleurn,  augmente, 
lorsqu'on  applique  les  forces  P  ; 
puis  uous  calculerons  l'angle  dont 
tournenl  les  extrémités  supérieu- 
res des  bras.  Ces  deux,  ijuantilés 
étant  connues,  il  sera  facile  de 
^  reconnaître  si  le  point  0  existe 

"J---  "  I       réellement  et  quelle  est  sa  position. 

i*  *'  Nous    admettrons    de    plus    que 

^'^-  l'axe  de  symétrie  de  la  pi^ce  de- 

meure immobile  dans  l'espace  durant  la  déformation,  les  mou.- 
vements  dont  la  piî-ce  peut  être  animée  n  ayant  aucune  in- 
fluence sur  les  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 


D'après  la  formule  (125) 


Me 


Il  suffît  ici  d'intégrer  le  long  d'une  moitié  de  l'axe  longitu- 
dinal. L'intégrale  se  compose  de  deux  parties,  l'unese  rappor- 
tant à  la  base  de  l'U,  l'autre,  au  bras.  Pour  la  première  un  a 
z  =  a,  pour  la  seconde  »/*■=  rh,  i!  vient  donc  ; 


M-. 


La  rotation  ^^  de  la  partie  supérieure  d'un  bras  est  égale  à 
la  somme  des  variations  angulairesélasliques  ^f/u  que  subis- 
sent les  prismes  élémentaires  compris  entre  le  milieu  de  la 
pièce  et  la  section  transversale  3^a;  donc  (formule  113)  ; 

/*.W*         fbVadi   .     fPr  .        Vu/.    ,    «\ 
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Si,  dans  la  déformation,  les  extrémités  des  brasse  déplacent 
réellement  comme  si  elles  tournaient  autour  d'unpoint  fixe  O 
distant  de  u  du  point  d'application  de  P,  on  doit  avoir  la  re- 
lation : 

t/A<p  =  àl 

de  laquelle  on  tire,  en  mettant  pour  A^pet  A/,  leurs  valeurs  : 

66  + 3a 

On  reconnaît  que  u  est  indépendant  de  P,  le  point  0  est 
donc  bien  un  point  fixe  pour  une  pièce  donnée  et  pour  une 
position  donnée  des  points  d^applications  des  forces  P. 


CHAPITRE  SIXIÈME 
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7(.  llypotliÈscs  foniianien tilles.  ^  73,  Traverses  Je  chemins  ilc  1er  de 
f  secilon   conslBtite.  —  76,   Solulion    graptiinue.    —   77.  Problùmes   sîmi- 

Earrrriieg.  :V«>  32  à  34. 


74.  Ilypl>thj^■e«  rondamenlale».  —  En  l'xamiiiaiilquels 
sont  les  efforls  que  subissent  les  divers  l'iémetils  d'une  voie  de 
cheinia  de  fer,  on  esl  amené,  k  propos  des  traverses,  à  se 
poser  le  problème  suivant  :  déterminer  les  moments  lléchîs- 
sants,  les  eiTùtls  Irancbauts  el  par  suite  le  travail  élastique 
développé  dans  les  sections  transversales  d'un  prisme  reposant 
de  (ouïe  sa  longueur  sur  une  base  qui  ct^de  elle-mi>me  sous 
l'înQuence  des  charges  agissant  sur  le  prisme. 

Il  esl  facile  de  constater,  par  une  simple  Inspection  de  la 
voie  au  moment  du  passage  d'un  train,  que  chaque  traverse 
^'eofoncc  dans  le  ballast  sous  Tinlluence  du  poids  des  voilures. 
lOn  constate  d'abord  un  affaissemenl  du  mil  qui  provient  en 
partie  de  la  compression  élastique  des  traverses  dans  le  sens 
■de  la  bauleur  ;  uetle  cause  est  toutefois  insuffisante  pour  ex- 
Kplïqner  à  elle  seule  l'abaissement  très  visible  &  l'œil  nu  que 
l'Mibit  le  rail  :  il  faut  nécessairement  admettre  que  les  traverses 
la'eiifoncenl  dans  le  ballast  nu  moment  du  passage  du  train. 
I  Celle  déformation  de  la  voie  doit  de  plus  élre  à  peu  pr^s  par- 
I  failement  élastique,  puisque  les  traverses  reprennent  leur 
I  position  normale  après  le  passage  des  trains. 


I)[i  peiil  M>  [>ropost?r  de  délerniiner  la  lui  suivant  InqRclli^ 
clmrgc  sa  réparlil  le  long  ilo  ia  travcrsu  et  l'un  rccounslb 
iriimédiaU'Qieril  qu'il  ti'csl  possible  d*arnrer  à  an  rdsidtaU 
(j  II  cl  CDU  que  qu'en  liludianl  aUenlivcment  les  déformalions  eti 
de  la  Iravcrsc  el  du  ballast.  La  loi  de  réparlilîon  de  la  cliargW 
le  long  de  la  Iravorse  di5pend  essentiellnmunl .  ciila  va  sans  J 
dire,  de  la  façon  dunl  la  traverso  repose  sur  le  ballast.  Nous 
admettrons  dans  la  suile  quu  la  traverse  repose,  [>ar  loulc  sa 
surface  iiifOricuie,  sur  le  lit  de  gravier,  de  sorle  qu'à  cet  %arcl, 
les  conditions  înîliales  soient  les  mêmes  sur  toute  sa  longueur.  < 

11  peut  sembler  étrange  b.  première  vue  qu'un  corps  béliro-  i 
^êne,  comme  un  las  de  sable  ou  do  gravier,  Hoil  capable  de  i 
subir  des  déformations  élastiques.  Outre  l'exemple  tics  voies  de  ' 
chemins  do  fer,  on  peut  citer  d'autres  phénomènes  qui  confir- 
ment le  fait  :  par  exemple,  on  sait  que  le  sol,  formé  de  s 
et  de  gravier,  transmet  les  ondes  sonores. 

L'auteur  a  entrepris  de  démontrer  directement  i'élastictléda'l 
sol.  Dans  la  cour  de  son  laboratoire  il  ht  enfoncer  deux  pienx,  . 
distants  de  3  m.  l'un  de  l'autre  el  portant  une  barre  de  fer  &  J 
une  hauteur  d'environ  70  cm.  au-dessus  du  sol.  liln  dessous  de  * 
cette  barre,  on  enfonça  un  piquet  dans  le  sol,  de  manière  qu^îl  . 
fil  corps  avec  lui  el  en  reproduisît  les  mouvcnienls.  Pour  me- 
surer les  déplacements  du  piquel  par  rapport  h  la  harrc  de  For  i 
liorizonlale  dont  la  position  restait  invariable  par  suite  de  la 
profondeur  h.  laquelle  étaient  enfoncés  los  supports,  on  em- 
ploya un  appareil  à  miroir.  Le  piquel  portait  h  la  partie  supé-  ' 
rieure  nue  monture  en  laiton,  surlaquclle  reposait  une  tigeda  1 
même  métal,  et  l'extrémité  supérieure  de  celte  lige  s'appuyait  i 
contre  une  petite  poulie  d'ébonite,  montée  sur  la  barre  de  fer  J 
et  portant  un  petit  miroir  sur  son  axe.  Un  système  de  ressorti^ 
el  de  contrepoids  assurait  une  pression  suflisunlo  du  ta  lîgi 
contre  la  poulie.  Les  déplacements  verticaux  du  piquel  avaienU 
pour  conséquence  une  rotation  de  la  poulie,  laquelle  était  am-^ 
plifiéo  au  moyen  de  l'équipage  h  miroir,  Dnnsles  e.\péncncee,, 
un  déplacement  de  I  mm.  de  l'échelle  par  rapport  au  réliculft 
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dp  la  hinelte  employée  h  faire  les  lectures,  correspondait  à  un 
di^placement  vertical  du  piquet  de  0,835  millièmes  de  milli- 
miître  ;  comme  il  était  facile  d'évaluer  le  dixième  de  millimi;- 
Ire  sur  l'éclielle,  on  pouvait  mesurer  les  mouvements  des 
piquets  avec  une  exaclitade  d'enviroii  1/IOOOÛ  de  miltimîitro, 

L'appareil  permettait  de  constater  distinctement  les  défor- 
mations produites  par  le  passage  d'une  personne  dans  lo  voi- 
sinage du  piquet.  Dans  les  limites  de  sensibilité  de  l'appareil, 
ces  déformations  étaient  absolument  élastiques.  D'autres  ex- 
périences furent  faites  avec  un  poids  de  tOO  k^-  placé  h. 
diverses  distances  du  piquet  ;  voici  les  valeurs  trouvées  dans 
l'un  des  cai?  pour  les  déformations  élastiques  du  sol  ; 
Distance  du  poids  au  piquet  en  cm.  20  40  tiO  80 
Abaissementdusol  en  1/1.000  de  mm.     18.3     1,1     \.i    0,6 

Des  expériences  faites  avec  des  poids  dilférenls  ont  montré 
que  les  déformations  sont  sensiblement  proportionnelles  aux 
charges,  ceci  tout  au  moins  pour  des  charges  relativement 
faibles,  comme  celles  employées  dans  ces  essais. 

L'auteur  espère  pouvoir  bientfll  reprendre  ces  expériences 
avec  une  installation  pernietlanl  d'employer  des  charges  allant 
jusqu'à  1.000  kg. 

Ces  observations  sont  toutes  récentes  et  n'ont  pu  être  encore 
utilisées  comme  base  de  recherches  théoriques.  Elles  tendent 
à  démontrer  qu'une  solution  des  équations  générales  de  la 
théorie  de  l'élasticité,  proposée  par  fioussinesq  cl  dont  il  sera 
question  dans  un  chapitre  suivant,  n'est  absolument  pas  appli- 
cable dans  le  cas  actuel. 

Dans  les  calculs,  on  est  parti  jusqu'à  présent  d'une  hypo- 
thèse très  simple  qui,  pour  la  détermination  de  valeurs  approxi- 
matives, parait  donner  des  résultais  satisfaisants.  On  admet  que 
la  compression  du  ballast  en  un  point  donné,  sous  la  charge 
1  exercée  par  la  traverse,  no  dépend  que  de  la  pression  spéci- 
Bque  en  ce  point  et  lui  est  proportionnelle.  Celte  hypolhèso 
est  vraisemblablement  inexacte  ;  ou  voit  cependant  par  les 
chiffres  indiqués  plus  haut  que  l'intensité  des  déformations 
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diminue  Irès  rapidement  avec  la  distance  au  point  d*applica- 
lion  de  la  charge  :  par  suite,  la  grandeur  de  la  déformation  en 
un  point  donné  dépendra  en  première  ligne  des  charges  appli- 
quées dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  point  et,  fort  peu  seu- 
lement, des  charges  plus  éloignées.  L*usage  de  Thypothëse 
ci-dessus  est  donc  jusliHé.  Il  serait  désirable  que  Ton  fit  des 
essais  pour  déterminer  le  degré  d'approximation  auquel  il  y  a 
lieu  de  s'attendre  ;  il  existe  déjà  quelques  expériences  de 
Zimmermaun  sur  ce  sujet,  mais  elles  n'ont  malheureusement 
pas  été  répétées  ni  complétées  malgré  Timportance  et  Tintérèt 
de  la  question. 

V&.Travemes  de  eliemln  de  fer  de  née t Ion  eonntmote. 

—  Soit  p  la  pression  exercée  par  Tunité  de  longueur  de  la  tra- 
verse sur  le  ballast,  la  pression  exercée  par  l'élément  de  lon- 
gueur dx  sera  pdx.  Pour  une  section  dont  l'abscisse  est  x 
[x  <  a)y  on  trouve  pour  l'eflort  tranchant  V  et  le  moment 

fléchissant  M, les  expressions 


j  \=J^pdx, 

f      j       r     M=j;v«(x-«), 


!  i u  désignant  une  abscisse  qui 

j  II  est  préférable   d'intro- 

i  duire,  dans  les  calculs,  les 

!  dérivées  de  ces  expressions, 

prises  par  rapport  à  â:  et  de 
les  exprimer  en  fonction  de 
la  quantité  qu'il  s'agit  de  calculer,  c'est-à-dire  en  fonction  de 
/}.  On  a  évidemment,  étant  donnée  la  signification  de  />, 

dV  =^pdx 
d'où: 

-=p.  037) 

Nous  avons  démontré   précédemment  (art.  48)   que  l'effort 
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iranciiaiit  est  lu  dérivée  du  momenL  de  tlexion,  nous  pouvons 
donc  écrire  : 

Nous  aurions  pu  trouver  direclement  ces  valeurs  en  dérivant 
les  expressions  Irouvéos  plus  haul  pour  M  el  V  ;  elles  sont 
toutefois  générales  tandis  que  les  expressions  de  M  el  V  ne 
sont  valables  que  pour  ^  <  n.  Les  moments  lléchissants 
enlraincnt  une  inflexion  de  l'axe  longilutlinal  de  la  traverse  ; 
soit  ^,  l'inflexion  de  cet  axe  au  point  d'abscisse  x,  y  =  f{x) 
sera  l'équation  de  la  ligne  élastique.  L'inflexion  y  est  liée  d'une 
part  au  moment  flécliissanl  par  l'équation  différeutielle  de  la 
ligne  élastique  et,  d'autre  part,  elle  doit  être,  d'après  notre 
liypolhêse.  proportionnelle  à  p.  En  exprimant  cotte  condition, 
uous  obtenons  l'équation  difTérenliulle  qui  conduit  à  la  solu- 
tion du  problème. 

L'équation  de  la  ligne  élastique  est  (formule  79)  : 


En  dérivant  deux  fois  par  rapport  à  z  et  en  tenant  compte 
do  l'équation  (138)  il  vient  ; 

ElS  =  -?-  (<39) 

Par  11 ypolhëse  y  est  proportionnelleà  p  ;  nous  pouvons  poser 

,,  =  h,,  (140) 

OÙ  k  esl  une  constante  qui  ne  dépend  que  des  propriétés 
élastiques  du  ballast  sur  lequel  repose  la  traverse.  L'équation 
(139)  devient  : 

C'est  là  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants  du 


•        t74Ï 
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quatrième  ordre  sans  second  membre  :  Tiniégrale  générale,  qui 
contient  quatre  constantes  arbitraires,  est  de  la  forme  : 

y  =  Ci^«^  cos  our  -h  C,<?«JP  sin  ax  -|-  C,e  —  «r  cos  oj:  -j- 

-h  C*^— «?sin  oa:  (142) 

où  Cl,  Cl,  C„  C4  désignent  des  constantes  arbitraires,  et  a  une 
valeur  définie  en  valeur  absolue  par  la  relation  : 


=  \/4Te 


(143) 

41E  ^ 


Il  est  facile  de  vérifier,  en  différenciant  quatre  fois  (142)  par 
rapport  à  x,  que  cette  expression  satisfait  bien  à  l'équation 
(141);  on  reconnaît  de  plus  que  c'est  bien  l'intégrale  générale 
puisqu'elle  contient  quatre  constantes  arbitraires.  Celles-ci  se 
déterminent  à  l'aide  des  conditions  à  la  limite. 

II  faut  avoir  soin  de  remarquer  que  la  ligne  élastique  entière 
se  compose  de  3  branches.  Tune  allant  deo  à  a,  l'autre  com- 
prenant la  partie  de  la  traverse  située  entre  les  rails,  la  troi- 
sième enfin^  Textrémilé  droite  en  dehors  du  rail.  Par  suite  de 
la  symétrie,  il  suffit  de  considérer  la  première  branche  et  la 
moitié  de  la  seconde. 

La  solution  (142)  est  générale,  elle  s^applique  à  toutes  les 
branches  ;  seules,  les  constantes  d'intégration  varient.  Nous 
avons  donc  ici  huit  constantes  à  déterminer  à  Taide  des  con- 
ditions du  problème,  lesquelles  sont  aussi  au  nombre  de 
huit. 

En  effet  nous  devons  avoir  : 

1»  M  =  0  et  V  =  0  pour  .r=  0,  ou,  M  étant  proportionnel  à 

Pour  plus  de  clarté,  écrivons  les  trois  premières  dérivées 
do  y: 

dy 
dx 


-^  =  a  I  C,  {e^  cosoa: — p«a?  sin«)  +  C,  (e««  sinour  -h 
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-f- e  «J? ces  oo-)  4-Cj( — e— «Jf  cosour  —  e— arsinaa:) 


+  C4  (— ^  — «Psin  aar+  e  —  âxcosaa:)|, 


=  a*  i  —  2  C,  ^*»  sin  aa:  +  2  C,^«^  ces  ou: 


+  2  C,  e  —  ««  sin  ou:  —  2  C4  e  —  ««  CCS  our 
--=  a*  1  —  2  Cl  (e<^  sin  our  +  e««  ces  ax) 

+  2  C,  (tf«^  CCS  cLx  —  e^  sin  ax) 

4-  2  C,  ( —  e  —  «?  sin  aar  +  ^  —  *«  ces  ou:) 

+  2  C4  (^  — «p  CCS 0x4- tf  — «a?  sin  ou:)  (• 

Les  deux  conditions  précédentes  fournissent  les  relations 

C,  =  C4  (144) 

et 

C^C  +  Ch-Ç*;  r*45) 

pour  abréger,  nous  poserons  : 

e«a  cos  (ta  =  mi,  ^a«  sin  oa  =  m,, 
^— «acosoa  =  m,,  e  — «a  sin  ota==m4, 

et  nous  désignerons  les  constantes  relatives  à  la  seconde  bran- 
che par  Ci,  C«,  G7,  Cg. 

2o)  Au  point  X  =  a,  les  deux  branches  se  raccordent,  il  faut 
donc  qu'en  ce  point,  y  qI~  prennent  la  même  valeur  pour 

les  deux  branches.  Déplus,  -7-7  doit  aussi^èlre  le  même  pour 

les  deux  parties  de  la  ligne  élastique,  puisque  le  moment  flé- 
chissant M,  qui  est  proportionnel  à  cette  quantité  ne  subit  pas 
de  discontinuité  poura:  =  a.  Nous  obtenons  donc  les  trois  nou- 
velles équations  : 


C,  m,  +  C,  m,  -t-  C,  »j,  +  C.  mi  =  C,  m,  -h  C,  m, 
+  Cm,  +  C,m., 
C,  (m,  —  »i,l  +  C  (m,  +  >»,)  —  C,  (m,  +  m.) 
+  (;,(»!,  — m,)  =  '-.l'ni  — "11) +C,(»>,-t-»i,)     )(l*6) 
—  C  (m,  +»!,)  +  C,  (m,  —  m,). 
—  C,  m,  +  C,  m, -)- C  »i,  —  Cl  m,  =  —  C,  m, -I- C,  « 
4-  C,  ni,  —  C,  m,. 
La  troisième  dérivée  de  ^,  par  contre,  n'a  pas  un  a  la  ilii>i 
valeur  pour  les  deux  branches,  car  on  a 


-=1E 


t/r'  ' 


or  l'eiTort  Irancliant  subit  en  a  nne  disconlinuilé  dont  la  valcnl 
est  —  P,  si  donc  nous  d^-signons  pour  un  instant  les  oi^lon^ 
nées  de  la  première  branche  par  yi,  celles  de  ta  seconda 
par  yi[,  nous  pouvons  poser  : 


on  bien,  en  introduisant  les  valeurs  explicites  des  dérivées, 

(C  —C)  {m,+m,)  +  (C—  CJ(m,  -  m,) 

+  (r,  —  C)  (m,  —  m.)  H-  (C,  —  C)  (m.  +  ra.) 

3"  Enriii,  soienl  u„  n,,  vi|,  »i  les  valeurs  que  l'on  oblioatl 
quand  on  remplace  iliiiis  les  qiiaaiilés  m,  a  par  /. 

Sur  l'axe  de  symétrie,  on  duJI  avoir  —  =u  pui3i[ue  la  tan-  J 

geiite  à   la   ligne   élastique  est  liorizonlale  ;   de  plus  on  i 

T-,  =  o,  V  élanl  nul  dans  celle  section. 
do:* 

On  a  dduc  eiicnre  les  dt!»x  équations  de  condition  : 

C.  {rt,  _  n.)  4-  C„  (n,  +  „,)  _  C,  (n.  +  hJ 

+  C,(".— n;}  =  o- 

—  U  (n,  +  H,)  -K  C,  (H.  —  n.)  +  C  (»!,—  n.) 

+  C,(».  +  n,)  =  o. 
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Toul<!8  les  quantités  contenues  dans  les  équations  de  contli- 
lion  {U2-H8)  sont,  à  l'oscepliiindes  incoiiiiuosC.  tfps  valeurs 
numériques,  On  pourra  donc,  dans  chaque  cas  particulier, 
résnudre  les  équations  et  déterminer  la  forme  de  la  ligne 
élastique.  Celle-ci  étant  connue,  la  loi  de  réparliliou  des  pres- 
sions en  découle  immédialemeni  (formule  UO). 

La  ri!solulion  du  système  des  huil  équations  de  condition  est 
sans  doute  un  calcul  assez  long,  cependant  il  Taul  remarquer 
qu'il  n'est  nécessaire  de  le  répéter  qu'un  petit  nombre  de  fois 
pour  se  rendre  compte  d'une  façon  suFfisaniment  exacte  de  la 
façon  dont  se  comporte  la  traverse  dans  diverses  conditions 
données.  Ue  plus,  tes  traverses  sont  un  élément  si  important 
dans  la  construction  des  chemins  de  fer,  qu'il  vaut  la  peine  de 
consacrer  quelque  temps  à  l'élude  des  questions  qui  s'y  rap- 
portent. 

Il  est  inutile  d'entrer  ici  dans  plus  de  détails,  la  question 
étant  résolue  en  principe, 

9A.  Soludou  graphique.  —  On  dt^monlre  en  statique 
graphique  (voir  note  II)  que  la  ligne  élastique  d'un  prisme  peut 
ôlre  euvisagt^e  comme  une  courbe  funiculaire  déterminée, 
correspondant  à  une  surface  de  charge  donnée.  Les  équations 
ditTérentielies  du  problème  précédent  expriment  simplementia 
condition  que,  dans  le  cas  particulier,  les  ordonnées  corres- 
pondantes de  la  courbe  funiculaire  et  de  la  courbe  de  charge 
doivent  être  proportionnelles.  Géométriquement  parlant,  il 
s*agit  de  trouver  une  forme  de  la  surface  de  charge  telle 
qu'en  choisissant  convenablement  l'échelle  son  contour  coïn- 
cide avec  la  courbe  funiculaire. 

Il  n'existe  pas  de  méthode  permettant  de  résoudre  directo- 
menl  ce  problème;  par  contre,  il  est  relativement  facile  d'arri- 
ver &  la  solution,  en  procédant  par  approximations  successives 
'  (règle  de  fausse  position).  On  cherchera  à  se  faire  une  idée 
Ide  la  répartition  probable  îles  pressions  :  celles-ci  sont  évi- 
Idemment  masimum  sous  les  rails  et  vont  en  diminuant  soit 
■  Ters  le  milieu  de  la  traverse,  soit  vers  ses  extrémilés;  puis  on 


choisira  une  réjiartition  de  p  remplissant  res  cnnditionH.  Od 
dessinera  la  surfacQ  do  charge  correspondaut  à  c«ll«  ronclioia 
p  et  l'on  en  ilédiiira  la  courbe  riiniculaini.  Si  les  ordonnées 
de  t^ette  courbe  (mesurées  u  partir  ilo  sa  ligne  do  furmelun 
étaient  tiuiles  proporlioiinelIeH  aux  ordnnni^es  corre-spondauled 
de  la  ligne  élastique  de  charge,  la  courbe  funiculaire  tracé< 
serait  la  courbe  cherchée,  el  l'Iivpolht-se  faite  sur  ta  ré'pAr- 
litiou  de  p  correspondrait  efTeclivemcul  fi  la  vérité,  t^lri 
ne  sera  généralement  pas  le  cas.  Les  ordonnées  des  deiu 
courbes  ne  seront  pas  partout  proportionnelles  entre  elles  j 
on  modifiera  alors  la  courbe  décharge  d'aprës  les  indicalîotta 
fournies  par  ce  premier  essai  et  l'on  rocommenci^ra  la  construc-J 
lion  autant  do  fois  iju'il  sera  nécessaire  pour  atteindre  le  degrd 
d'approximation  di^îr^. 

Cette  méthode  graphique,  quoiqu'un  peu  longue,  a  l'avaiv 
tage  de  s'applîi{Uor  au  cas  d'une  iravei-se  à  section  v&riablcj 
(traverses  en  fer)  qui  préscnlo  des  djfGcultés  pour  ainsi  dîn 
insurmoti tables  au  calcul. 

Il  est  clair  qu'avec  la  mêlhode  graphique  il  n'est  pas  néces^ 
saîre  de  considérer  séparément  les  trois  brandies  de  la  )igné| 
élastique,  car  il  est  absolument  indifférent  pour  les  construo: 
tinns  que  la  troisième  dérivée  de  y  présente  des  disconlinuilésJ 


73.  Problëmes  «Imilaipea.  —  Si,  au  lieu  de  considère 
un  prisme  reponant  sur  une  base  compre.>isible  par  toute  ans 
face,  nous  supposons  qu'il  repose  sur  une  série  de  support* 
équidislairts  et  peu  éloignés  les  uns  des  autres,  les  condij 
tlons  du  problème  précédent  ne  sont  pas  sensiblement  modi-J 
fiées,  à  condition  toutofois  que  ces  points  d'appuis  subissent/^ 
sous  des  pressions  égales,  des  déformations  égales.  On  ren< 
contre  assez  fréquemment  des  cas  de  ce  genre.  Par  exumptaJ 
les  poutres  transversales  qui  supportent  le  tablier  d'tin  ponH 
Iransmellenl  aux  long'erons  certaines  pressions,  provenant 
soit  du  poids  propre  du  tablier  soil  des  surcharges.  Ces  prosT 
sions  se  ri^partissent  sur  les  divers  longerons,  selon  uoe  lofl 
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semblable  k  celle  â  laquelle  oa  arrive  dans  le  problême  de  la 
Iravorse  de  chomiti  de  fer. 

La  figurc(53)  moiilre  encore  un  cas  du  mf-mc  geure.Une  cbo- 
ville  en  fer  remplit  exacleinenl  ie  trou  percé  dans  une  pièce 
de  bois.  Deux  liranls  en  fer  Iransmeltcul  h. 
la  cheville  une  cerlaine  charge.  Sous  l'in- 
fluence de  celle-ci,  la  cheville  lend  k  fléchir, 
le  hciia  qui  l'entoure  s'oppose  à  celte  dé- 
formation. Il  se  produit  de  ce  fait  une  prcs- 
oii  du  bois  sur  la  cheville  dirigée  de  haut 
u  bas,  au  milieu,  de  bas  en  haut  aux  ex- 
trémités.  Oti  peul    aussi  admettre   que  la 
pression  exercée  par  le  bois  est  proportion- 
nelle à  la  compression  qu'il  subit  au  point 
considéré.    Le   problème    no  difît're   alors 
fig.  -ïS  de  celui  de  la    traverse  qu'en  ce  que  les 

I  pressions  Iransmises  agissent  ici  dans  deux  sens  diiïérenls. 
L'équation  (142)  donne  encore  dans  ce  cas  la  forme  géné- 
rale de  la  ligne  élastique  el  par  suite  la  loi  de   la  réparlilion 
dos  pressions  ;  les  quatre  couslanles  G  se  trouvent  k  l'aide  des 
I  conditions  aux  limites  : 


=  0  aux  deux  oxtrémtlés. 


:  il  l'autre. 


Lorsqu'on  a  à  transmellre  à  nu  massif  de  maçonnerie  une 
I  pression  consiilérable,  par  e.^emp1e  la  poussée  d'un  pont  eu 
'  »rc,  il  faut  répartir  cette  force  concentrée  sur  une  surface  assez 
considérable  pour  que  la  résistance  à  la  compression  de  la 
maçonnerie  ne  soil  pas  dépassée.  Oa  intercale  a  cel  elTet  entre 
'  l'arc  el  les  sommiers  des  culées  une  plaque  de  fonte  qui  sert 
I  CD  outre  de  base  â  l'ailiculatioEi  de  l'arc.  Les  considérations 
I  précédentes  nous  permellenl  d'indiquer  la  loi  suivant  laquelle 
I  la  pression  se  répartit  sur  le  sommier.  On  désire  nalurellc- 
I  ment  obtenir  une  réparlilion  aussi  uniforme  que  possible;  pour 


cela,  il  faut  que  la  plaijiie  repose  exactement  sur  la  inaçoDQe^ 
rie.  C'est  là  du  reatfl  une  des  coDililions que  nous  BVon»poséet 
au  commencement  du  chapitrf^;  de  plus,  la  répartition  des  pres-l 
sions  sera  d'autant  plus  uniforme  (|ue  le  moment  d'inertie  dn 
In  section  transversale  de  la  plaque  sera  plus  grand.  L'un  des 
exercices  suivants  a  pour  objet  un  cas  semblable. 


EXERCICES 

Exercice  Si.  —  l'n  rail  d'une  longueur  assez  eonsidérahli 
pDur  pouvoir  êli-f!  considéré  comnifi  ayant  une  luhgiteur  i 
nifi  repose  itt-  toute  sa  longueur  sur  le  sol  et  e.U  c/tart/é  en  tôt 
milieu  par  une  (orcf  cottcentrée  P.  Suivant  quelle  toi  la  pres: 
sion  se  r^parlil-elle  sur  le  sol  ? 

Solution.  —  Nous  compterons  les  .r  positifs  à  partir  du 
point  d'application  de  P  et  allant  vers  la  droite.  Les  équations  I 
(I37j  et  [iSH)  ne  soiiL  pas  modifiées  et  par  suite  la  ïolulîonl 
(142)  L'si  encore  applicable  ;   il  no  reste  qu'à  déterminer  let 
constantes  d'intégration  cuiiformémenl  bu^î  donuéeii. 

Pour  J   :z=  <30  , 

par  raison  de  symétrie 

d'où  ri^sulle 

Ou  a  donc  : 

y  ^=  Cl  e  —  "«  (cos  d-r.  -+■  Bia  oj) 

et,  en  vertu  do  l'iiypolh&se  représentée  par  la  relalion  (  140)  J 
p  =  ACi  e—  «  {cos  xr  -f-  sin  ou) 

Telle  e^l  l'expression  de  la  loi  selon  laquelle  la  pression  p   ■ 
varie. 

On  reconnatl  que  pour  : 


-  o,  donc  C|  et  C,  = 
du  _ 


(;. 


=  0  pour  X  = 
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p  devient  négatif.  Au  point  j-  ^  — "  ,  le  fadeur  c— "j:=:  0,094, 

tandis  qu'il  est  égal  à  \  pour  x  =:  o  ;  la  iliminulion  de  com- 
pression, lorsqu'on  s'éloigne  (fe  P,  est  donc  fort  rapide.  Nous 
supposerons  que  le  poids  du  rail  est  suffisant  pour  que  celui-ci 
ne  se  soulève  pas  au  point  où  p  est  négatif,  ou  bien  simple- 
ment que  le  rail  est  fixé  au  sol.  Dans  celte  hypothèse  la 
formule  trouvée  pour  p  est  valable  sur  toute  la  longueur  du 
rail. 

La  conslante  XC,  a  une  signification  fort  simple  ;  faisons 
x^  0  daOï  l'expression  trouvée  pour  /»,  il  vient  : 
px^o=  AC,  =  po 

Le  produit  ^C,  est  donc  égal  à  la  pr.esaion  spiîcifique  du  rail 
sur  le  terrain  au-dessous  du  point  d'application  de  P  ;  pour 
déterminer  cette  quantité,  servons-nous  de  la  relation  évî- 


.[" 


p<ix=-^. 

En  substituant  pour  p  sa  valeur  et  en  intégrant  il  vient  : 
/     pdx=po  f    c— «  (coaoxH-sin  oj) //x 


->"[-':' 


par  suite  : 


où  a  désigne  la  conslante  définie  par  la  formule  (U3),  laquelle 
est  déterminée  des  que  l'on  connaît  le  moment  d'inertie  du 
profil  du  rail,  le  coefficient  l'élasticité  et  la  conslante  k. 

Exercice  3S.  —  Une  barre  d'acier  de  80  cm.  de  loriffiieiir  et 
I  de  section  carrée  de  6  cm.  de  côtérepose  exactement  sur  le  sol 
I  par  une  de  xes  faces  et  supporte  en  son  milieu  une  charge  con- 
centrée de  1.000  kg.  Quelle  pression  cette  barre  exerce-t'clle 
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siu-  If  ^iit  un  milieu  et  à  xes  cxlr^mUéx,  et  </nc/  csf  le  Iravaî^ 
èlastiqiif  f/«  fer  en  ces  points  si  fan  nilmet  iftie  le  lerrainM 
éproiim^  une  compression  de  (),'^j  mm.  foiis  l'influence  tFuneu 
/iressiun  de  1  kg.  pnr  cm*  ? 

Solttlion.  —  Nous  considérerons  la  pailie  île  la  ligne  élos-  J 
tii]UG  située  à  §^auclie  (hi  milieu  cl  supposerons  l'origiiio  du 
syslèiiic  J'axe  à  restrémité  quelle  du  prisme.  Nous  pouvons 
alors  appliquer  directement  la  formule  (142)  ainsi  que  les  con- 
ditions ii  la  limite  exprimées  par  les  équations  (Uit  cl  (tiS)  ; 

de  plus  ici.  par  raison  de  symétrie  —  ^=upour.r=(^^=  VOcm.* 

d'où  la  relation  : 

C,  (m,  —  m,)  -t-  C,  (m,  -+-  »i,)  —  C,  (j/i,  +  m,) 

Les  constantes  d'intégration  sont  ainsi  doterminées.  Pour 

trouver  leurs  valeurs  numt^nqnes,  nous  calculons  d'abord  a» 

Nous  avons  : 


I- 


M 


=  -=  108  cm'. 


Nous  prenons  : 

lî^  22x10*  kg.  par  cm'. 

La  conslariLe  k  est  définie  par  l'équalion  (140).  elle  est  de  la] 
dimension  d'un  travail  élastique  ;  si  la  pression  exercée  parlai 
barre  est  de  1  kg.  par  cm',  l'unité  de  longueur  (1  cm.J  exercerai 
une  pression  de  6  kg.  Comme  une  telle  pression  produit  uns 
compression  du  terrain  de  0,25  mm.,  nous  avons  ; 


*=^ 


=  240  kg.  par  cm' 


■Vr 


x22xlO'-^,XI08cm' 
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Il  vient,  en  effectuant  les  opérations, 
aa  =  0,896, 
e«a=2,450,        e— «0  =  0,408,        cos(xa  =  0,623, 
8inaa  =  0,781, 
d'où 

m,  =  1,530,  »!,=  1,912,  m,  =  0,255, 

mi=  0,319. 
Les  équations  de  condition  pour  la  détermination  des  con- 
stantes C  s'écrivent  mainlenant  : 

C  =  C„  C,  =  Cj  +  2  Cl, 

—  0,382  C  +  3,442  C.  —  0.574  C,  —  0,064  C,  =  o  ; 
d'où  résulte  : 

C,  =4,730,,  C.  =  C.,  C,=  2,73C. 

L'équation  delà  ligne  élastique  est  par  suite  : 

y  =  Ct  (4,73  (?«*costt:c+ciW8insu;H-2,73(9— "cosoj: 

4-  e— «  sin  <tx  ]  ; 

de  môme, la  pression  de  la  barre  rapportée  à  l'unité  de  longueur 


p=  A  C,  {  4,73  ff"^  cos  aj:  -(-  ^«-csin  xe 
-+-  2,73<?  —  «^  cos  a-T  -f-  e—'>:c  gin  xe  î  ; 
faisons  «  =;  o,  la  parenthèse  prend  la  valeur  7,i6.  Désignons 
par  po  la  valeur  de  p  potii- j:^^  o,  il  viont  : 

;,„  =  7,46  A-  C, 
d'où  découle  la  significatiuti  et  la  valeiirdi!  d. 

Soit  ;>a  la  valeur  de  yj  pour  x=«,  c'est-à-dire  an  milieu  du 
prisme,  la  Formule  donne  : 

^"^1%]  ^'"^^  '"'  "*"  '"' + ^'"^^  '"' + '"'!' 


V'i*. 


m  CHAPITRK  VI 

et  en  inlroduisanl  les  valeurs  trouvées  pour  les  quantités  ?n  : 

Nous  avons  ainsi  déterminé  le  rapport  entre  la  pression  aux 
extrémités  et  la  pression  au  milieu.  Pour  obtenir  ces  quanti- 
tés en  valeur  absolue,  nous  utiliserons,  comme  précédemment, 
la  condition  que  la  somme  des  pressions  exercée  par  le  prisme 

est  égale  à  sa  charge.  Pour  effectuer  Tintégrale  J pdx  étendue 

à  tout  le  prisme,  il  suffirait,  comme  il  ne  peut  s'agir  ici  que 
d'obtenir  une  valeur  approchée,  de  remplacer  la  loi  de  réparti- 
tion trouvée  par  une  autre  plus  simple,  par  exemple  une  répar- 
tition parabolique  pour  laquelle  le  rapport  -^  serait  égal  à  la 

Po 

valeur  trouvée  plus  haut.  Rien  n'empêche  du  reste  d'effectuer 
l'intégration  avec  la  vraie  valeur  de  />,  il  vient  : 

a  /"*  eaJ?  cos  our  rfa:=  1,221 ,  a  /  ew?  8inourrfa:=  0,691, 
OL  f%—f^cos(tx  (/x  =  0J81,       OL    re-«csinax</x=0,213, 

et,  par  suite  : 

ra     .  Po   4,73x  i, ait +0,691+ 2,773 X 0.787 -h0,2i3 

L'unité  de  longueur  est  ici  le  centimètre,  puisque  a  a  t5té 
calculé  avec  cette  unité.  Le  double  de  l'intégrale  ci-dessus  est 
égal  à  1000  kg.,  on  a  donc  : 

*  9o,  o  cm* 

et 

/>  =  13,8^- 

'  cm. 

Si  l'on  avait  adopté  la  répartition  parabolique  de  la  pression  : 
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pour  éviter  les  intégrales  des  fonctions  exponentielles  et  tri- 
gonomélriques,  on  aurait  trouvé  : 

/     pdx  =  — a  =49,6  po, 

l'approximation  aurait  donc  été  très  satisfaisante.  Aussi  vou- 
lons-nous utiliser  cette  représentation  approchée  de  la  pres- 
sion, pour  calculer  le  moment  fléchissant  agissant  dans  la  sec- 
tion médiane  de  la  barre.  On  trouve  : 


Ma  =    r*  (û  —  ^)  p(f^  == 


Po  +  ^Pa      f  _  ^Pa  +  Po       i 
3  12 

pa_+£o_     , 


el,  en  substituant  les  valeurs  numériques  : 

Ma  -=^9560^'^.  c?n., 


d'où 


^        ma  6  X  9560 

R  =  -^  =  — - —  266  kg.  par  cm-. 


On  aurait  pu  prouver  également  Ma  sans  difficulté  à  l'aide  de 
la  relation 


Lcfx^jx  z=  a» 


Exprcice  34,  —  U?i  corps  de  longueur  l  repose  sur  le  sol  par 
toute  sa  base  et  supporte  dans  la  section  médiane  une  charge 
égale  à  P.  La  section  t?'ansversale  du  solide  est  un  rectangle 
de  largeur  constante  dont  la  hauteur  varie  de  façon  à  ce  que  le 
moment  d'inertie  de  la  section  soit  partout  proportionnel  au 
moment  fléchissant  correspondant ,  Indiquer  la  loi  de  réparti- 
tion  des  pressions  sur  le  sol,  ainsi  que  celle  selon  laquelle  la 
hauteur  de  la  section  doit  varier  pour  que  la  condition  du  pro- 
blême soit  remplie. 

Solution.  L'équation  différentielle  do  la  ligne  élastique  peut 
s'écrire  : 


où  V  s'igiMc  une  cunstaiiU^  qui  reslo   indéltirmiuéc  dans  lu 
cas  parliculier,  l'cnoneé  ne  disanl  rien  sur  le  facteur  de  pro- 
portionnalité entre  Met  I. 
En  intégrant  il  vient  : 

>j  =  —  cj  +  K,x-i-K,. 

i>  ''if  A 

rour x  =  a,  —  =  w,  donc: 

K,  =  co. 

On  trouve  par  suite  : 

p  =  hj  =  /  K,  H-^"  (2aj-  —  j-»). 

La  loi  do  répartition  des  pressions  sur  le  sol  est  exacte- 
ment parabolique.  Pour  le.s  pressions  aux  extrémités  et  au 
milieu  il  vient  : 

II-  I  m-         'Ao 


coninie  dans  le  problî-nie  precéilenl.  On  a  de  môme,  aussi  : 


K, 


I.n  rnimc  de  la  It^^ne  élastique,  ct^  par  suite, />  sont  ainsi 
alisoluniC[il  déterminés  dès  que  l'un  ciinnaJl  les  valeurs  de  c 
el  df  /,. 
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Pour   1(;    moment   lléchissanl  agissant    dans   une   seclion 
d'abscisse  ot(comptéeà  partir  de Texlrémité gauche),  il  vient: 

On  lire  de  là  I  à  Taide  de  ia  relation  : 

Ec 

I  étant  connu  en  fonction  de  x,  la  hauteur  de  la  section  l'est 
aussi,  puisque  la  largeur  de  celte  dernière  est  constante. 


CHAPITRE  SEPTIÈME 

DE  LA  RÉSISTANCE  DES  PLAQUES  PLANES 


%  i.  Théorie  mal/témalif/ue  pour  le»  plaqae»  virculairet.  —  78.  Condi- 
tions du  problËmc,  équations  générales.  —  79.  Charge  uniformémenl 
répartie  sur  une  plaque  encastrée  sur  tout  le  [lourtour.  —  80.  Plaque 
cneaiitrée  h  la  |iâriph(irie  et  soumise  b  l'action  d'une  forc«  unique  P,  ngis- 
sunl  au  centre.  —  81.  Plaque  reposant  librement  sur  loul  le  pourtour 
al  soumise  h  rnction  d'une  charge  uniformémenl  répartie,  —  82.  Plaque 
reposant  librement  sur  tout  le  pourtour  et  soumise  à  l'action  d'une  force 
unique  agissant  au  centre. 

I  g  t.  Théorie  appive/ièe.  —  83.  Théorie  approchée  de  Bach  pour  les  plaques 
circulaires.  —  8t.  Plaques  elliptiques.  ~  8j.  Plaques  carrées  ou  reclun- 
pilaires. 

[  Bxerciceg,  N»*  35  à  36. 


TDÉORiE  MATIIÉMATIQUK  POUR  LES  PLAQUES 
r.mcUL  AIRES 


tu.  CoiidltiuuM  du  protilëtne,  éi|ua(ion«  céDéralea. 

I  — >  Nous  liaiteroriâ  dans  ce  qui  suit  les  deux  cas  :  d'une  force 
1  tiai(|ue  a|<issaut  au  centre  de  la  plaque,  el  d'une  charçe  uni- 
I  forniémenl  réparlic  sur  toute  la  surface.  On  résolvrait  le  prn- 
I  blèmu  de  la  môme  maiiiirre  s'il  s'agissait  d'une  autre  loi  do 
I  r^partiliuu  des  cha.Tges,  h  condition  cependant  que  celles-ci 
I  soi  oui  réijurties  syuiéliiquomenl  par  rapport  au  cetitre  de  la 
I  plaque.  Pour  une  loi  de  répartition  quelconque,  le  problème 
r  davient  si  compliqué  que,  dans  la  plupart  des  cas,  on  doit  se 
i  eiinleiiter  d'une  approsimatioa. 


Les  cliargos  syméiriquos  soiil  du  n'stc  ccllos  (|iio  l'on  rcii-| 
conlrc  le  plus  fréquemment  dans  les  applications. 

Nous  ailtitcllroiis  que  la  plaque  vstou  eucasLriu  siirloul  soa  J 
pourtour  ou  qu'elle  repose  librement.  Conlrairemenl  fi  ce  qui! 
se  présente  dans  la  lliéorie  do  lu  lloxiou  des  prismes,  le  css  de  I 
la  plaquo  encastrée  est  pliiH  simple  à  traiter  que  celui  de  lai 
plaque  reposant  librement.  Dans  ce  dernier  cas  <m  effet,  les* 
parties  de  la  plaque  situées  en  dehors  du  cercle  d'appni  parli- 
cipent  au  travail  de  la  plaque,  il  n'est  donc  p&s  indilTcrotil  de 
savoir  de  combien  celle-ci  dépasse  le  cercle  d'appui.  Nous  snp- 
poserons  dans  ce  qui  suit  qu'elle  ne  dt^passe  que  de  Tort  peuj 
de  façon  ii  pouvoir  négliger  les  actions  moléculaires  dans  la 
partie  eslérieure  au  cercle  d'appui.  On  peut  naturellement 
s'alloudre  à  ce  que  le  problème  présente  certaines  analogies 
avec  la  théorie  du  la  llexion  dus  prismes.  En  particulier,  au 
lieu  d'une  ligne  (élastique,  nous  aurons  à  considérer  une  sttr- 
face  dlastique.  Nous  appellerons  ainsi  le  plan  médian  déformé 
de  la  plaque,  et  nous  admettrons  comme  précëdemmeat  pour 
le  prisme,  que  les  ordonnées  y  de  la  surface  élastique,  mc>iu- 
rêes  à  partir  du  plan  médian  initial,  sont  des  quantités  très 
petites.  Par  rai«OD  de  symétrie,  y  ne  dépond  que  de  la  dis- 
tance X  du  point  Lonsidérê  à  l'axe  de  symétrie  perpemlîca- 
laire  au  plan  médian  ;  la  surfuce  élastique  est  donc  A^.  révota-l 
tion.  Nous  négligerons  les  ili^foroialions  des  points  dn  plai 
médian  parallèles  à  ce  plan. 

Il  est  tiécessaire  défaire  certaines  suppositions  sur  la  nature 
des  d(!formalions;  ces  hypolhiises  jouent  ici  le  même  rAleque 
celle  de  Bernouilli  dans  la  Iht'oric  do  la  f1<'xioii  des  prii^m»;*. 
Nous  admettrons  que  tous  tes  points  de  la  plaque  situés  primi- 
tivement sur  une  droite  perpendiculaire  au  plan  médian  sol 
trouvent  encore,  après  la  déformation,  sur  une  droite  qui,  paq 
raison  de  symétrie,  doit  couper  l'axe  de  symétrie  de  la  pla^ 
que  (à  moins  qu'elle  ne  lui  resle  parallèle).  Une  section  an4 
nulaire.  faite  par  un  cylindre  dont  Taxe  coïncide  avec  l'axtf 
de  symétrie,  se  transforme  dune,  dan»  ladéformalioti,  en  unq 
surface  conique. 
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I  iiypolh&ses  faîtes,  nous  allons  établir,  commo  priîcé- 
(lunimcnl  dans  la  lliéorîe  d^s  prismes,  une  oppression  ilns  i 
variations  spédlïijnos  de  longueur  qui  se  produisent  dans  la  ' 
déforRialion,  puis  nous  en  déduirons  la  valeur  des  actions  molé- 
culaires corrélatives.  En  un  point  distant  de  j:  de  l'axe  de  symé- 
trie, et  distant  de  z  du  plan  médian  (lig.  S4),  il  se  produit  dos 
dilalatinnstangcntiellcs  et  normalcsijuenous  désignerons  par ït  i 
el  !r.  Le  rayon  x  de  la  circonférence  qui  passe  par  le  point  ' 
envisagé  s'accroît  de  ru,  par  suite  de  l'inclinaison   ^  que  la 
normale  à  la   surface    élastique   prend    par  rapport  ii    l'ase 
de  symétrie  (l'angle  m  est  toujours  assez  petit  pour  qu'il  soïl 
permis  de  remplacer  le  sinus  de  l'angle  par  l'angle  lui-môme). 
La  circonféfence  croît  évidemment  dans  le  nitme  rapport  que  * 
lo  rayon  ;  la  dilatation  langonlielle,  au  point  cimsidéré,  sera 
donc  donnée  par  la  relation  : 

ï(=T'  (1*9) 


l'renous  une  seconde  normale  à  la  surface  élastique,  dis- 
tante de  d.c  de  la  première,  soit  r/ip  l'angle  qu'elles  comprcn- 
QCUt  ;  la  libre  qui  passe  par  le  point  z  s'allonge,  entre  ces  deux 
normales,  de  Sf/s  par  rapport  à  la  libre  correspondante  siluée 
daos  le  plan  médian,  et  dont  la  longueur  n'a  pas  varié. 
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La  dilatation  dans  le  sens  radial  esl  donc  : 

X 


(130) 


Cette  expression  est  la  même  que  celle  trouvée  dans  la 
théorie  de  la  flexion  des  prismes  ;  nous  avons  ici  en  plus  la 
dilation  s/qui,  dans  le  cas  du  prisme,  était  indifférente.  Nous 
aurons  donc,  outre  les  actions  moléculaires  Rr  (qui  correspon- 
dent aux  actions  moléculaires  normales  dans  un  prisme),  des 
actions  dans  le  sens  tangentiel  Rt.  D'après  la  loi  de  Télas- 
ticilé,  ces  actions  moléculaires  sont  déterminées  par  les  for- 
mules : 

En  résolvant  par  rapport  à  R<  et  Rr,  il  vient  : 

R«=  -r— :  (^^«2/ +  Sr)     ,       Rr=  -r— 7  (^wer  +  et);      (151) 

d'où,  si  Ton  introduit  dans  ces  formules  les  valeurs  (149)  et 
(150),  trouvées  pour  ej  et  tr  : 

'        m*  —  1         \      ce        dxf  ,         .  „  ^. 

w«  —  1       \      dx        xj 

La  loi  de  répartition  des  actions  moléculaires  le  long  d'une 
normale  à  la  surface  élastique  est  donc  linéaire  tant  pour 
\\t  que  pour  Rr;  ces  actions  moléculaires  sont  proportion- 
nelles aux  distances  des  points  considérés  au  plan  médian. 

Les  valeurs  des  actions  moléculaires  étant  trouvées,  nous 
pouvons  maintenant  établir  les  conditions  d'équilibre  d*un 
élénKMit  de  la  plaque.  Menons,  par  Taxe  de  symétrie,  deux 
plans  méridiens  formant  entre  eux  un  ang-le  infiniment  petit 
d%^  celui-ci  ne  subit  pas  de  variation  dans  la  déformation.  Con- 
sidérons encore  deux  sections  circulaires  concentriques  de 
rayon  .r  et  a:  •+-  dx»  Les  quatre  sections    précédentes    déli- 
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mitent  UD  élément  de  volunie  repn^seulé  en  plan  cl  élévalion 
dans  la  figure  (SÏS). 

Sur  chacune  des  quatre  sections  agissent  les  actions  molé- 
culaires Ri  et  Rr,  que  l'un  peut  réduire  pour  chaque  face  de 
l'élément  fi  un  couple  résultant.  En  oulre.il  existe  évidemment 


Fig.  SS. 

La  luUre  R  du  lente  corrrspond  i 


r  de  lu  ûgnrn 


I  dans  ces  secliotiA  des  actions  moléculaires  langentielles.  En 
I  ofTet,  les  forces  R,  qui  sont  toutes  horizontales,  ne  sauraient 
I  bire  équilibre  aux  charges  verticales. 

Noue  allons  élublir  mainlenanl  les  équations  qui  expriment 
Iles  conditions  d'éqnilihre  de  ces  forces.  Considérons  d'ahord 
Iles  Actions  moléculaires  Ri  ;  b  chaque  élément  ilF  de  l'une 
Ides  sections  méridiennes  correspond  un  ëlémeiit  do  l'autro 
1  MOliOQ,  dans  lequel  l'aclion  moléculaire  o.sl  é^alo  on  iulott- 
Isité  ;  les  lignes  d'action  de  ces  dGu.v  forces  su  coupent  dans  le 
IpItD  bisftecleur  de  l'angle  dii'dre  '/a.  Déterminons  larésultiinle 
■  de  Ces  forces,  hIIq  est  contenue  dans  le  plan   bissecteur,  et 
égale  en  grandeur  à   Ri  ilPif%.  Suppo.sons  qu'on  effectue  la 
même  opération  pour  Ions  les  élémenls  itP  des  sections  méri- 
diennes :  toutes  CCS  râsullanics  partielles,  contenues  dans  le 
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phm  bissoclour,  pouvoiil  ùtro  remplacées  parmi  couple  résiil- 
laiil,  «lofil  il  est  facile  d'iiuliquer  le  moineiil.  En  efl'el,  le  mo- 
nieiil  delà  force  R<</F//x  par  rapport  à  un  point  quelconque 
du  plan  médian  étant  litzciFàx^  le  moment  du  couple  résultant 
de  toutes  les  forces  semblables  est  : 


doL  TR/  zdF, 


ou,  en  tenant  compte  de  (152)  : 


,/a  -^  (,n  t  +  ^)  fz'dF. 

m*-  —  1  \     X        dxj  J 


L'intégrale  dansTexpression  ci-dessus  n'est  autre  chose  que  le 
moment  d^inertie  de  la  section  relatif  à  Tinterscction  du  plan 
méridien  avec  le  plan  médian: 

z'dF  =  (/x^' 

12 

Nous  avons  donc  : 

Momen/ résultant  des:  R,  =  J'\'       fm -+~Vj^û^».(153) 

iz(»r  —  1)  \     X      ax/  ^        ^ 

En  ce  qui  concerne  le  signe  de  ce  moment,  il  y  a  lieu  de 
faire  la  remarque  suivante  :  convenons  de  compter  les  ordon- 
nées :;   positivement   en  allant  de  haut  en  bus.  Si  y  et  -p 

sont  positifs,  il  se  produit  dans  la  partie  inférieurede  la  plaque 
des  efforts  d'extension  H/,  et  larésullante  de  ces  efforts  dans 
les  deux  |)lans  méridiens  est  dirigée  comme  Tindique  les  flèches 
dans  la  fig.  (55).  Dans  la  partie  supérieure  de  la  plaque,  c'est- 
à-dire  pour  les  s  négatifs,  les  directions  sont  renversées.  Le 
couple  résultant  des  actions  moléculaires  R(  tend  donc  à  faire 
tourner  l'élément  considéré  en  sens  inverse  des  aiguilles  d'une 
montre.  Il  devra  par  suite,  conformément  à  nos  conventions, 
être  affecté  du  signe  — . 
Considérons  maintenant  les  actions  moléculaires  Rr.  Celles 
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qui  agissent  dans  la  section  doiil  le  rayon  esL  x  foiment  un 
coti|i!o  doiil.  le  moraent  est,  eu  lenanl  compte  (!«  (152)  : 

L'intégrale  du  membre  do  droîlo  représente  le  momenl 
I  d'inorlie  d'un  rectangle  de  base  j-rfa  et  de  bauteur  //,  par  rap- 
I  port  à  un  axe  paralIMe  à. la  base  et  passant  par  le  centre  do 
L  gravité.  L'expression  précédente  peut  donc  s'éciiro  ; 

Les  actions  Rr  tiui  agissiMit  sur  la  section  de  rayon  i-^  f/j- 

I  se  ramènent  à  uu  couple  de  sens  opposé  à  celui  que  nous 

I  venons  de  calculer.  Il  y  a  donc  lieu  de  no  considérer  que  la 

I  (JifTi^rcnce  des  deux  couples.  Celle-ci  n'est  antre  ebose  que  la 

dilTércnlielle  do  ToxpresHion  précédente  prise  par  rapport  à  j-. 

Donc  ; 

Moment  dfs  Br  : 

__       BiEA'     /        d'f  <lf 


()2/n'  — t)\ 


■/.rfh. 


(tSV) 


Au  sujet  du  signe,  nous  remarquerons  que  si  o  et  —  sont 

■  positifs,  les  actions  moléculaires  l\r  sont  des  efîorls  d'exten- 

Ibiou  dans  la  partie  inférieure  de  la  plaque  ;  le  couple  dans  la 

I  section  X  tend  par  conséquent  âfnirc  tourner  l'élément  en  sens 

inverse  des  aiguilles  d'une  montre  ;  le  couple  qui  agit  dans  la 

section  x  +  tlx  tend  à  le  faire  tourner  en  sens  inverse.  Si  donc 

LIa  didérenlielle  que  nous  venons  de  calculer  est  positive',  le 

lomcdt  rdsullanl  des  Rr  est  posiiif. 

Sofin,  il  reste  à  calculer  le  coupli;  ri'sultanl  des  oITurts  lan- 

aticis  S.  Ce  calcul  n'est  possible  que  si  l'on  inlrnduit  la  loi 

''4e  réparlilioti  des  charges  extérieures,  lundis  que  louL  ce 

qui  précède  est  applicable  à  loulo  répartition  symétrique  des 

charges. 

NuU8   allons  d'abord  poursuivra  le  calcul   un    considérant 
une  chargr  uniforniément  répaitie. 
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7B.  lliar||:e  uniformément  répartie  »ur  une  plaque 
eneiiNlrée  (»ur  tout  le  pourtour.  — (.ccas  se  présente  dans 
la  prHli(|iio,  lorsque  le  fond  d'un  cylindre  ost  soumis  à  la 
pression  d'un  fluide.  Pour  calculer  refforl  tranchant^  suppo- 
sons que  Ton  fasse  une  section  annulaire  de  rayon  x.  La 
partie  de  la  plaque  située  à  l'intérieur  de  celle  section  sup- 
porte une  charge  égale  à  : 

• 

y>  étant  la  charge  par  unité  de  surface.  Les  actions  taii- 
gentielles  qui  agissent  dans  la  section  de  rayon  x  doivent 
faire  équilibre  h  cette  charge  ;  en  particulier,  la  partie  de 
cette  section  située  entre  les  deux  plans  méridiens,  qui 
comprennent  entre  eux  l'angle  </x,  en  supporte  une  fraction 

égale  à  — .  car  les  actions  tangeutielles  sont  évidemment  uni- 

formément  réparties  le  long  de  la  section.  L'effort  tranchant 
qui  agit,  dans  la  section  /•,  sur  Télément  considéré  précédem- 
ment est  donc 

Dans  la  section  x  +  dx,  Teffort  tranchant  subit  un  accrois- 
sement infiniment  petit,  égala  la  différentielle  de  l'expres- 
sion précédente.  Cette  différentielle  est  toutefois  négligeable 
dans  l'expression  du  moment  ;  on  a  donc  : 

Momnit  résultant  des  S  ^=s  — - — •  (155) 

Le  signe  de  ce  moment  est  positif  ainsi  que  le  montre  immé- 
diatement la  figure. 

Pour  que  l'élément  de  volume  considéré  soit  en  équilibre^ 
il  faut  que  la  somme  des  moments  résultants  des  Ri,  Rr  et  S 
soit  nulle,  d*où,  en  tenant  comme  des  valeurs  trouvées  (133, 
154  et  455),  l'expression  : 


\ 


(1 
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mE/i*      /      f        (h\    ,    i  niEh^      /        dh  d^ 

-r— — -  [in-  +  —  )  fhjfœ  +  77— — — 7-  (  mx  --  +  ;>^  — 
-2m*— 1)\     X        dxj  (l-2;w«-l)V         dx  dx 


OU,  en  simplifiant  : 

(12m«-'i)(^  rf^«  "*"  rfx  ""  il  "^  ^ 
Posons  pour  abréger  : 


N=^S^V,  «56) 

l 'équation. précédente  s'écrit  alors  : 

^.^+  ;,^_^  +  N.r'  =  o.  (157) 

dx*  dx 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  de  la  forme  : 

cp  =  _^:,3_^Bj:-t-^  (i58) 

o  X 

où  BetC  désignent  deux  constantes  d'intégration.  En  substi- 
tuant cette  expression  dans  fi  57),  on  reconnaît  facilement 
que  celte  équation  est  satisfaite  ;  de  plus,  (158)  est  bien  l'iu- 
tégrale  générale,  puisqu'elle  contient  deux  constantes  arbi- 
traires. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  ces  constantes  dans  le  cas 
particulier,  nous  faisons  usage  des  conditions  aux  limites.  On 
a  évidemment  : 

cp  =  o  pour  X  =  0, 

Par  conséquent  C  =  o. 

De  même,  à  la  périphérie,  puisque  la  plaque  est  encastrée, 
l*angle  <p  doit  aussi  s'annuler.  Soit  r  le  rayon  de  la  plaque, 
nous  avons  par  suite  la  condition  : 

0  =  —  -  r'  +  Br  ; 


ioO  CHAPITRE  Vil 

d'où  : 


Donc  finalement  : 


N 


=  ^^ p  (r'x  — x\ 


(159) 


En  subsliluant  celte  valeur  de  ^  dans  les  formules  (149)  et 
(150),  nous  obtenons  les  dilatations  élastiques  exprimées 
explicitement  en  fonction  d'x  ;  il  vient  : 

^'^=^{r-3x')z, 

N  }   (*60) 

Au  centre  de  la  plaque,  c'est-à-dire  pour  a:  =  o,  on  a  : 

N 

£| cr  7      ^. 

Il  ne  pourrait  en  être  autrement,  car  la  dilatation,  qui  est 
tangentielle  pour  un  certain  plan  méridien,  est  évidemment 
normale  pour  le  plan  méridien  normal  au  premier,  et  croit 

avec  X,  tandis  que  ir  diminue;  à  la  périphérie  zi  s'annule, 

N 
tandis  que  tr  devient  égal  à j  r-z.   Celle  valeur   est,   ab- 
straction faite  du  signe,  double  de  celle  trouvée  au  centre  de  la 
plaque.  C'est  donc  sur  le  pourtour  de  la  plaque  que  le  travail 
élastique  de  la  matière  atteint  sa  plus  grande  valeur  ;  il  y  a 
donc  lieu  de  s'attendre  à  voir  s'y  former  en  premier  lieu  les  fis- 
sures qui  précèdent  la  rupture  de  la  plaque.  Le  travail  élastique 
de  comparaison  qui  sert  de  mesure  au  travail  élastique  maxi- 
mum que  subit  la  matière  première,  s'obtient  en  multipliant 
par  E  la  valeur  de   tr  pour  ^  =  /•  et  :;  =  A.  En  effet,  nous 
avons  admis,  art.  28,  qu'il  dépendait  delà  dilatation  maximum. 
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Nr'  A         3(ffi'— I)  f 


*    i  4  m'       A> 


(160 


pour  m^  —  ,  il  vient: 


=  0,68  p  - 


On  pourrait  trouver  aussi  immédialement  les  valeurs  de  Kr  et 
de  Bi  en  remplaçant  dans  la  formule  (131)  ou  (152),  les  quan- 
tités îr  et  £(  par  leurs  valeurs.  Celte  transformation  présente 
peu  d'intérêt,  puisqu'aprës  loul,  il  s'agit  simplement  de  con- 
naître le  travail  élastique  maximum  et  que  celui-ci  est  abso- 
lument délîni  par  <-t. 

Il  reste  à  déterminer  la  forme  de  la  surface  élastique. 
L'angle  o  que  nous  avons  calculé,  est  égal  à  l'angle  que  la 
tangente  au  méridien  de  la  surface  élastique  forme  avec  l'axe 
des  j;-  En  tenant  compte  des  conventions  faites  au  sujet  des 
signes,  nous  avons  donc  : 


Comme  l'angle  Ç  est  fort  petit,  nous  pouvons  remplacer  la 
tangente  de  l'angle  par  l'angle  lui-même  ;  il  vient  par  suite, 
en  tenant  comple  de  la  formule  (159)  : 


d'j 


N  , 


-^{Jc'—r'x),  (162) 

•^l'où,  en  intégrant  : 

A  la  péripliérie,  soil  pour  x  =r.  ^  =  o;  donc  : 

''-32' 
^t  par  conséquent  : 


duptnutvu 

y  =  fâ  <-^'  ~  ^''  '^  *^  *■  '  =  ;«  '-^  ^ 

Désignons  par  /,  l'infloxion  de  la  plaque  au  centre,  nous  1 
trouvons,  cii  faisant  .t  =  o  : 

'  -Ai 


En  mellunt  pourN  sa  valeur  pI  bu  prenant  putiri/»^  —  , 
obtenons  : 


— ,  iioil»! 


/= 


46  m»  EA' 


=  o.n 


p,« 


(IM) 


no,  Plaqua  wae»<alrér  a  la  fi^ri|iliérl«  et  ■auiMlNe  Ikl 
ruction  il'unc  rnrv4-  uiiiqiir  I*  nBi**Aii(  au  eenlPC.  —  11 1 

faut  calculer  les  valeurs  iiui.-  piiMiut^'nt  ilunscu  cat*  les  aciioual 
moléculaires  tangciuielles,  dôvi'loppéos  dans  aue  cecUoii  cïr' 
culaire. 

L'ciïorl   traucUant  auquel    elles   font  équilibra  itst  P  ;   ! 
réauilaute  des  actions  moléculaires  tangentielles  agissant   sucfl 
la  partie  de  la  section  qui   correspond   h  l'élément  coustdérM^ 
précédemment  sera  par  suite  : 


Le  moment  du  couple  formé  par  les  actions   mnléculaireil 
tau (^enti elles  est  donc  : 


Moment  îles  S  =  —ilo-Hx. 


(165)  I 


Celte  expression  remplace  la  formule  (1.15)  di'  l'arlicle  pré-« 
cèdent. 

L'équation  d'équilibre  de  l'élément  de  volume  considéré  aÛ 
donc  ici  : 

mF.  A'     /       >       tlv\  ME  A»      /       d*f  Je  rf«>J 
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en  posant  pour  abréger  : 


Q=- 


l'EA' 


l'équation  précédente  peut  s'écrire  : 


.•^H 


-—  t  +  Qi  =  o. 


(166) 


(161) 


L'intégrale  générale  de  cette  équaiion  est,  comme  on  le 
vérifie  facilement  en  substituant  : 


(f  =  —-x  \ogx  +  Bx  H — 


{m) 


les  constantes  B  et  Cae  délcrniinonl  k  l'aide  des  mèmus  coii- 
dilioiia  que  précédemment  : 

f^nzo  pour  X  :^o,  d'où  C  ^  o, 

ç  *i=  o  pour  x  =  r,  d'où  B=  -  log  r. 

On  peut  donc  écrire  : 


=  -^log-. 


(169) 


En  introduisant  cette  valeur  de<p  dans  les  formules  pour  ei  et 
Ef  nous  trouvons  : 


.^-0 


(170) 


Pour  2=^0,  cesexpressionsdeviennent  infliiiment  grandes: 
la  plaque  devrait  doue  se  rompre,  s'il  était  réellement  possible 
de  concentrer  la  charge  V  en  un  point,  commme  nous  l'avons 
admis  dans  l6  calcul.  En  réalité,  la  charge  e.-i(  toujours  répar- 
tie sur  une  certaine  surface.  Les  formules  précédentes  iit>  pcr- 
metlciil  pas  de  déterminer  le  IrftVail  éiaslii{uo  au  centre  de  la 
plaque  puisque  si  et  sr  deviennent  infînimdiit  grands. 


r>0  CHAI-ITRE  VIE 

l'oiir  les  points  du  pourtour,   nous  trouvons,  en  faisant 


Pour  3  =-et  en  prenant  r. 


-,  il  vient  : 


_3(m=. 


(ni) 


Le  travail  élastique  ù  la  périphérie  est  donc  indépendant 
du  rayon  de  la  plaque. 

Atin  de  nous  rendre  compte  du  travail  élastique  développé 
en  réalité  au  centre  de  la  plaque,  supposons  que  la  charge  P 
se  répartisse  uniformément  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon 
très  petit  «.La  ligne  méridienne  de  la  surface  élastique  se  conn- 
pose  dans  ce  cas  do  deux  branches  qui  se  raccordent  :  l'une 
allant  de  .i  =  oh  x  =  a,  el  déterminée  par  l'équation  (158), 
l'autre,  définie  parl'équation  (168),  allant  do  x  :=  a  ii  i  =  r. 

Pour  la  première  branche  nous  avons  : 

et  pour  la  sccoiidc,  en  désignant  les  constantes  d'intégration 
par  d'autres  lettres  que  précédemment,  pour  éviter  des  confu- 
sions : 

Ces  deux  hranchi'S  se  raccoi'dent  :  les  ronstnntes  B,  D,  F 
doivent  donc  satisfaire  aux  deux  équations  de  condition  soi- 


I  o  log  0  +  Da  - 


s 
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qui  expriment  qu'au  point  x=   a,    les  valeurs    de  y    ot    de 
-;-  doivent  être  les  mômes  pour  les  deux  branches. 
En  résolvant  par  rapport  à  F  et  D,  il  vient  : 

F=|(Na'-2Q), 
•    ^       _       Na«      Q       Q, 

Enfin,  pour  la  seconde  branche,  nous  devons  avoir  encore  : 

^  =  0  pour  X  =  r, 


donc  : 


Q  F 

o  ^=^  -^r  logr  +  Dr  H — • 

2  r 


Si  Ton  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs  trouvées  plus 
haut  pour  D  et  F,  il  vient,  en  résolvant  par  rapport  à  B  : 

Considérons  les  quantités  N  et  Q,  nous  devons  faire  ici  : 


par  suite^  formale  {K  56)  : 

]vj_6(m«-l)  P 

En  comparant  cette  expression  avec  la  valeur  de  Q  (formule 
-166),  qui  n*a  pas  changé,  on  voit  que  : 

d'où  : 


B=^(41og^4-"^).  072) 


L'équation  de  la  première  branche  de  la  ligne  méridienne 
(de  a:  =  0  jusqu'à  x  =  à)  est  donc  : 


Nous  pouvons  mainlenani  calculer  les  dilalations  élastiques 
qui  se  produisenl  au  centre  de  la  plaque.  Les  formules  (149) 
et(loO)  donnent  : 


.,=^=4,0,^  +  ^- 


'  aV 


(174) 


9ourx  =  o,  El  et  £r  sont  égales  entre  elles  cl  atteignent 
leur  plus  grande  valeur.  Le  travail  élastique  de  comparaison 
au  centre  de  la  plaque  est  donc  : 

*=¥'(*'»^-:  +  9' 

ou,  si  l'on  ititroduit  la  valeur  explicite  de  Q  et  ai  l'on  fait 
A 

it  (m'  —  i)  P 


A=  ■ 


8irm' 


ilos- 


Le  dernier  terme  de  la  parenthèse  peut  être  négligé  devant 
le  premier,  a  étant  très  petit;  dans  ces  conditions,  et  si  l'on 

fait  m  ^  —  ,  il  vient  : 


*  =  0,»3- 


(1-3) 


On  voit  que  le  travail  à  la  périphérie  serait  égal  &  la  valeur 
ci-dessus,  si  r  était  égal  ke  a,  f  désignant  la  base  des  loga- 
rithmes naturels  (?  =  2,718...)-  Si  (7  est  plus  petit,  le  travail 
élastique  au  centre  est  plus  grand  qu'à  la  pliériphérîe, 

Pour  a  =  0, 1  r,  par  exemple,  on  trouve  : 


A  =  1,00- ; 


pour  a^  0,01  T 
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Oa  VLiil  par  iJi  que  la  travail  élaslii]iia  au  cûiilre  augmente 
n  effet  rapidemenL  lorsque  l'aire  de  la  surface  de  charge  dirai- 
lus  ;  ou  reconnaît  d'aulro  pari  qu'il  n'y  a  pas  à  craindre  qu'il 
levienneinlini  corame  le  faisaient  croiro  les  formules  (i 70).  Du 
este,  le»  formules  précédentes  ne  sauraient  prétendre  à  une 
■rande  exactitude  :  il  so  produit  toujours  dans  le  voisinage  du 
(oint  d'application  <le  la  cliarge  des  actions  locales,  dont  la 
hénrie  ne  tient  pas  compte,  mais  qui  modilient  sensiblement 
PS  hypothèses  faites  sur  les  déformations  cl  la  répartition  des 
ictions  moléculaires. 

Déterminons  encore  la  surface  élastique  et  l'inflesion  de  la 
lUque  au  centre.  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  ce  calcul,  de 
lonsidércr  spécialement  la  branche  înlérieuro  de  la  ligne  méri- 
lienne  de  la  surface  élastique,  car  elle  n'a  pas  d'influence  san- 
iblc  sur  la  grandeur  de  la  déformation  au  cenlre  de  la  plaque. 

De  l'équation  (16t*)   nous   tirons,  comme  h  l'article  précé- 


(176) 


l'où,  en  intégrant  : 


. y  Iogr+—  log-r 


y=Q- 


(178) 


Comme  nous  l'avons  remarqué,  cette  équation  est  valable 
«qu'au  centre  do  la  plaque.  Pour  x  :=  o,  le  second  terme 
n  membre  de  droite  prend  la  forme  indéterminée  —  ;  il  est 
ipendani  facile  de  reconnaître  que  la  vraie  valeur  de  ce  terme 
lto;eii  eiïet,  le  logarithme  d'un  nombre  crott  beaucoup  plus 
îfllementque  le  nombre  lui-même  et  o  fortiori  (\ae  son  carri*. 

.  produit  x'  lop  —  s'annule  donc  pour  x  =  o.  C'est  du  reste 
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le  résullnl  auquel  on  arrive,  si  l'on  appli<iiie  h  c^tle  expres- 
sion la  rt>g]e  de  L'Hospîtal. 

Noua   trouvons  donc   pour  l'inlluxion  /  «u  centre  de  lu 
plaque  : 

'  8  i^m'  PJi*'  \»"/ 


pour  m  =  —: 


/"=0,22 


EA' 


En  comparant  ccUc  valeur  avec  la  rorniulc  (16V)  on  rccorv- 
nail  que  la  flèche,  dans  le  cas  où  la  force  P  est  conceatrée  au 
centre,  est  quatre  fois  plus  grande  que  lorsque  P  est  répartie  i 
unirormêineiil  sur  toute  la  surface  de  la  plaque. 

81.  Pl»qii«  rt'poHnnI  Hhrcmout    mur  fout  le    pattr- 
(•nr  r(  «oiimivr  ù  une  rhitrKC    iiuifartitt-inrikl  rép«r- 
lie.  —  Toutes  les  considcrulious  de  l'article  "9,  sont  encore  i 
applicablesau  cas  qui  nous  occupe  maintenant;  la  coostante  ' 
d'intégration  C  de   l'équation   (158)  est  null(^,  par  contre  la^ 
constante  B  de  l'expression 


ç  =  —  -  x'  -h  Bj 


(180) 


prend  une  npuvelle  valeur.  Si  l'on  admet  que  la  plaque  i 
dépasse  qu'infiniment  peu  le  cercle  d'appui,  Rr  est  nulle  à  m 
périphérie;  on  détermine  alors  B  à  l'aide  de  celle  conditioD. ^ 
Si  la  plaque  dépasse  te  cercle  d'appui  d'une  quantité  notable,  ii  ' 
faut  étudier  la  forme  de  la  ligne  mi^ridionnc  de  la  surface 
élastique  à  l'extérieur  du  cercle  d'appui  et  exprimer  la  condi- 
tion que  les  actions  moléculaires  radiales  s'annulent  à  la  péri- 
phérie. Il  faut,  eu  elTet,  qu'il  en  soit  ainsi,  puisqu'il  n'exista  ■ 
on  ces  points  aucune  force  extérieure  qui  puisse  leur  Tiûrttj 
équilibre. 

Le  calcul  indiqué  ne  présenle  aucune  difficulté,  on  IrouvI 
facilement  l'équalion  de  la  partie  extérieure  de  la  ligne  é\w 
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tique  en  faisant  N  =  o  dans  les  équations  qui  donnent  la 
branche  intérieuro.  Les  opérations  sont  toutefois  un  peu  lon- 
gues, car  l'on  a,  outre  B,  deux  constantes  d'intégration  à 
déterminer  [on  utilise  à  cet  effet  les  relations  exprimant  que 
la  branche  esiérieure  et  la  branche  intérieure  de  la  ligne 
élastique  se  raccordent). 

Nous  nous  bornerons  ici  au  premier  cas,  celui  où  la  plaque 
ne  dépasse  que  très  peu  le  cercle  d'appui,  de  sorte  que  Rr  =  o 
pour  x=  r. 

L'équation  (152)  donne  : 

Rr  =  — — 7  s    »»/  +  ^)- 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  la  parenthèse  doit  s'annuler  pour 
X  =  r;  or,  d'après  (i80)  : 


-(3i«+l)  ~  +(,«  +  j)B. 


il  faut  donc  que  : 


_(3«  +  l)Nr- 


d'où 


(p  =  -  I  — -— -  r'x  — x'  1 
Nous  obtenons  donc  pour  les  dilatations  : 


N 


m  +  1 


r'— 3j:' 


(181) 
{182} 


(183) 


La  plus  grande  dilatation  se  produit  au  centre  de  la  plaque, 
on  trouve  : 

d'où  résulte  pour  te  travail  élastique  de  comparaison,  si  l'on  fait 
s  =-.  et  si  l'on  met  pour  N  sa  valeur  (156); 


cuAi'iTHu;  vu 

a(W-l)(3m+l)  f 


X 


(184) 


et  pour»!  =  -  : 


A  =0,87  -p. 


A  l'inverse  do  ce  (jut  a  lieu  pour  une  plaqua  encailrie,  tes 
Actions  moléculaires  atteignent  ici  leur  maximum  au  contre  da 
la  plaque. 

Toutes  choses  (.-gales  d'ailleurs,  le  travail  élastique  maximum 
est.  dans  le  cas  pféscnl,  1,28  fois  plus  grand  que  dans  le  cas 
de  ta  pliiquo  oncaslrée. 

Alîn  de  calculer  l'inflexion  /  au  centre  de  la  plaque,  nous 
posons  :  ' 

d'où  résulte  : 


pour  X  = 


=  o,  il  faut  donc  que  : 


N  /I8m  +  l]r*       r*' 


-T    =C. 


Si  l'on  fait  j'  =  o  dans  l'équation  (186),  il  vient  t/  =  C;  la  cons- 
tante C  n'est  par  suite  autre  chose  que  la  flèche  /.  En  introdui- 
sant la  valeur  de  N,  il  vient  : 


/= 


(187) 


el  cri  particulier  pour  m  = 


Celte  flèche  est  un  peu  plus  de  quatre  fois    plus  grande 
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que  celle  de  la  plaque  encastrée  supportant  la  même 
charge. 

On  pourrait  donc,  dans  les  essais  de  résistance,  se  rendre 
coraple  de  l'efficacilé  de  l'encastrement  des  plaques  en  mesu- 
rant la  flèche, 

8V.  Plaque  reposaut  librement  «nr  teut  le  p«urlonr 
et  «ramlMe  &  nue  force  eoueeutrto  aylsnant  nu  oenire. 

—  Nous  nous  bornons  à  déterminer  l'équation  du  méridien 
de  la  surface  élastique  et  k  calculer  l'inflexion  au  centre,  sans 
quoi  noue  devrions  reprendre  toutes  les  discussions  da  l'ar- 
ticle 80,  sans  qu'il  en  résul  te  grand  profit  pour  le  lecteur. 

Nous  partons  de  la  formule  (1 68}  qui  est  valable  quelle  que 
soit  la  manière  dont  la  plaque  repose  à  la  périphérie . 

Nous  avons  donc  : 

f^r=  —  -^x  log  X  ■\-  Bx, 

C  étant  nul,  comme  précédemment.  Four  déterminer  B,  nous 
utilisons  la  mftme  condition  qu'à  l'article  précédent  :  il  faut 
qne  l'expression 


s'annule  pour  x  ^=  r.  Nous  trouvons  : 
d'où,  en  faisante:  =  r  : 


2  "^'^!(m  +  l) 


Nous  avons  doue  : 


^'"ôf+s-^'-  "«»> 


L'équation  différentielle  du  naéridien  de  la  surface  élastique  est 
par  suite  : 
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d'où,  en  intégrant  : 

y=-iU-io?j+T+2-7;r4T)^  +  c.  (189) 


Pourx  =  r,  y  =  0,  donc  : 


2  V  4  "*"  2  (m  +  1)/  • 


c*esl  là  aussi  la  valeur  de  la  flèche  /.  En  metlant  pour  Q  sa  va- 
leur, il  vient  : 

3(m-i)(3m+l)PL^  (190) 

'  1-irm»  PAS  ^  ' 


Âi7fn*  Eh' 


et  pour  m  =-~ 


^  =  «'«'^  ET.- 

La  flèche  est  environ  2  i/2  fois  plus  grande  que  celle  de  la 
plaque  encastrée  de  mêmes  dimensions  supportant  la  même 
charge. 


THEORIE  APPROCHÉE 


98.  Théorie  approeliée  de  Baeb  peur  les  plaque* 
cireulaircii.  —  Les  calculs  qui  précèdent  ont  la  réputation  de 
présetiter  de  grandes  difficultés  mathématiques,  et  sont  sou- 
vent, pour  cette  raison,  laissés  de  côté  dans  les  ouvrages  de 
portée  générale.  Nous  ne  partageons  pas  cette  opinion,  car  la 
résolution  des  problèmes  précédentsne  demande  en  somme  que 
les  connaissances  les  plus  élémentaires  des  méthodes  de  résolu- 
tion des  équations  différentielles.  L*établissement  de  ces  der- 
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niêres  (>sl  un  peu  tl6lical,  il  est  vrai,  maïs  ne  préscnli: 
cepcndartl  pas  de  (liflicullés  <\ae  des  techniciens  ou  des  élèves- 
ingénieurs  ne  pui^sonl  surmonler. 

D'autre  part,  pour  des  raisons  que  nous  dirons  plus  loin,  nous 
ne  rejetons  pas  les  tenlalivcs  faites  pour  établir  des  théories 
approchées.  Ces  dernières  peuvent, dans  certains  cas. rendre  do 
réels  services. 

Nous  admettrons  dans  ce  qui  siiil  qtie  la  plaque  repose  libre- 
.  ment  h  la  pi^riphérle.  Cette  hypolhfcse  est  justifiée,   puisque 
I  nous  venons  de  voir  que.  toutes  clioses  égales  d'ailleurs,  le 
'  travail  élastique  de  la  malifere  est  plus  grand  dans  ce  cas  que 
lorsque  la  plaque  esl  encastrée.  De  plus,  cnnidie  nous  l'avons 
fait  déjà   remarquer   pour  les  prismes,  les  oncaslremcnls  no 
sont  jamais  pratiquement  assez  parfaits  pour  qu'il  ne  se  pro- 
duise pas  de  petites  déformations  angulaires,  qui.  ualurelle- 
iDcnt,  entraînent  des  raodiHcatîons  très  importantes  dans  1a 
façon  dont  se  comporte  li  plaque. 

Faisons  une  section  suivant  ufi  diamttro  et  considérons 
l'une  des  moitiés  de  la  plaque.  Par  raison  de  symétrie,  il  n'y 
a  évidemment  pas  d'actions  nvoléculaires  tangentielles  ; 
il  n'y  a  lieu  du  considérer  que  les  arliuns  moléculaires  normales 
que  nous  avons  désignées  par  la  lellru  Rt  dans  les  articles 
précédents.  Ces  actions  moléculaires  se  réduisent  à  un  coupla 
résultant,  exactement  comme  colles  agissant  dans  une  section 
transversale  d'un    prisme  tnivaillar)!  à  la  flexion. 

Supposons  de  plus  que  les  charges  qui  agissent  sur  la  plaque 
soient  iinirormémenL  réparties,  leur  résultante  esl  égale  h 


i]i  passe  par  le  Centre  de  gravité  du  deaii-corcle.  Les  réac-  j 
lions  de  Tuppui  sont,  par  raison  de  symétrie,  uniformément 
réparties  ;  leur  résultante  est  égale  et  de  sens  opposé  à  la 
résullanlo  des  charges,  et  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
la  demi-circonférence  de  rayon  r.  Dimc.  les  forces  extérieures 
qui  agissent  sur  la  moitié  considérée  do  la  plaque  se  rédui- 


'^Jl 


S.t 
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sent  à  un  couple,  qui  doit  naturellement  faire  équilibre  à  celui 

(les  actions  moléculaires.  Soit  M  le  moment  de  ce  couple  ;  le 

.  4r  . 

centre  de  erravilé  d'un  demi-cercle  est  distant  der-du  dia- 
°  3fr 

mètre  de  base,  celui  de  la  demi-cirConférence  de—  ,  nous  avons 

donc  : 

8     U        in) 

3 

Jusqu'ici,  le  calcul  est  absolument  rigoureux  ;  il  n'est  cepen- 
dant pas  possible  d*aller  ainsi  plus  loin,  parce  que  nous  ne 
pouvons  indiquer  a  /i/iorilB,  loi  suivant  laquelle  la  répartition 
des  actions  moléculaires  R  varie  avec  la  distance  jc  du  point 
considéré  au  centre  de  la  plaque.  Tandis  que  la  théorie  mathé- 
matique nous  permettait  de  trouver  cette  loi,  nous  devons 
avoir  ici  recours  h  Thypothèse  :  nous  admettrons  que  cette 
répartition  est  indépendante  de  ^,  c'est-à-dire  que  les  actions 
moléculaires  R  sont  réparties  absolument  comme  sur  la  sec- 
tion d'un  prisme  travaillant  à  la  flexion.  Pour  déterminer  la 
valeur  de  R  dans  les  arêtes,  nous  pouvons  par  suite  utiliser  la 
formule  trouvée  pour  un  prisme  de  section  rectangulaire  : 

dans  laquelle  b  doit  être  remplacé  par  2r,  le  diamètre  de  la 
plaque  ;  /i  signilie  l'épaisseur  de  la  plaque.  En  remplaçant 
M  par  sa  valeur  (191),  nous  trouvons  : 

K=/.p.  (192) 

La  valeur  de  R  ainsi  déterminée  n'est  qu'une  limite  infé- 
rieure de  rintensilé  maximum  du  travail  élastique.  En  effet, 
les  actions  moléculaires  qui  dépendent  eu  réalité  de  x,  doivent 
être  en  certains  points  plus  grandes,  et  en  d'autres  plus  petites 
que  la  valeur  moyenne  que  nous  venons  de  calculer.  Pour  pou- 
voir appliquer  avec  quelque  sécurité  Téquation  (192),  il  nous 
faut  montrer  que  la  difTérence  entre  les  résultats  qu^elle  fournit  et 
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la  val)>ur  nmximum  réelle  n'est  pas  assez  grande  pour  i]ue  son 
omploi  eniraliio  de  graves  ei-reurs. 
A  cet  elTel,  on  peut  poser  : 

et  cliârcbui'  à  déterminer  oxpérimeiiluli^ruont  la  valeurit  don- 
ner au  coL'flicient  numérique  T|.  Il  résulte  d'ossaîs  faits  par 
U.v.  Bach,  que  l'on  peut  poser  pratiquement  ce  coefRcîenl  égal 
à  l'unlti^. 

La  justilicalion  de  la  formule  (192)  est  donc  ainsi  établie. 
Il  se  pourrait  cependant  que  r,  prenne  dan*  ci'riains  cas  pré- 
sentant des  conditions  ln''s  dilTéreriles  d<.-  cidles  dans  lesquelles 
les  essais  oui  élij  fuils,  des  valiMirs  asseii:  diUéronteR  de  l'unité; 
il  usl  donc  bon  de  cuuiparer  la  furnmle  de  Bacll  avec  les  lÙBul- 
tats  de  la  théorie  malliémallque.  On  a,  équation  (152)  : 

dd  plus,  d'aprtis  lu  relation  il82l, 

f  = 

df       N/3m-f  t    .       „  A 

^-sU  +  i  "^      ^"^J 
El)  substituant  dans (tS2).  et  en  faisant. r  ^  o,  pour  obtenir  le 
majiimumdo  R/  ;  il  vient,  pour  3=-: 


Ri  = 


r{3m  +  l)''- 


î(m'-t)8'' 

En  aietunl  pour  N  sa  valeur,  formule  (156),  et  en  prenant 
11=--,  nous  trouvons  : 

_  3  (3//1 


B,  =- 


=  1,24/; 


(193) 


Ladilïorence  entre  la  formule  exacte  et  la  formule  appro- 
chéu  est  donc  délermlnije.    Il  faut  encore  tenir  compte  d'un 


fTÏ  CHAI'ITBB  Vn 

fail:  le  Iruvail  ùlasliquf  de  la  matière  ne  dépeml  pas  tinÎ4|ui 
ment  dos  aclioiis  Hi,  mais  encore  tics  aclioiis  niolèculaires  Rr 
qui  leur  sont  perpcniliculaires.  Au  centre,  Ri  cl  Rr  »o[)t  é^les 
t>t  6«  même  signe.  Dans  ce  cas,  nou^  avons  vu  au  clia{>i(rtf  H  . 
que  le  Iravail  élastique decomparaison,  qui  délorminele  dan^' 

ger  de  rupture  n'est  que  les  I  — —  jnifs  de  t'intensité  com^^ 

muue  des  actions  mulécuiaires  Rf  et  Rr.  Si  donc  nous  consi-] 
dérons  la  formule  (192]  comme  il i^ terminant  lo  danger  do  rup'j 
lure.  ce  n'est  pan  avec  la  formule  (193]  qu'il  faut  la  cnmpar«r,] 
mais  avec  la  relation  (184)  qui  donne  la  valeur  de  A.  (^oltsa 
comparaison  montre  que  les  valeurs  données  par  la  formul9t 
de  Bach  sont  trop  défavorables.  Celle  dernière  peut  doac  Aire 
employé  en  toute  sécurili^  dans  la  pratique. 

Il  est  certain  qu'à  premli-rc  vue,  l'avantage  dt-  la  formulai 
approxinialivo  n'apparaU  pas  d'une  façon  bien  nelle.  Elle  n'est  I 
pas  plus  simple  pour  le  calcul  que  la  formule  exacte  et  nousJ 
avons  i\ù  nous  servir  de  cette  deriiitro  pour  la  justifier.  Kllal 
est,    sans  doute,  beaucoup  plus  facile  k  établir,   mais  noo! 
avons  déjii  dit  que  nous  faisions  peu  dû  cas  de  cet  avanla^.l 
La  raison  pour  laquelle  nous  apprécions  la  théorie  approchâofl 
es!  qu'il  est  possible  de  l'employer  <'i  ri^soudre  des  cas  compli^ 
qués.  dans  lesquels  l'emploi  de  la  théorie  exacte  condutr&it  kM 
des  difficultés  insurmontables.  l\  est,  par  suite,  bon  de  l'appln 
quer  à  qnolquiîs  cas  simples,  afin  de  juger  de  l'approKimalioiL 
qu'elle  permet  d'alleindre,  et  de  pouvoir  l'employer  ensuite  ava 
plus  de  cnnliance  dans  d'autres  ras  plus  difliciles.    H    aerafl 
cependant  toujours  bon  de  couln^ler  par  des  essais  losrë$ullat«l 
auxquels  on  arrive,  afin  de  reconnaître  si  l'on  n'a  pas  négligé  f 
de  tenir  compte  de  certaines  conditions  exerçant  uneinflupiice  } 
notable  sur  la  façon  dont  se  comporte  la  pluquc. 

Hi  la  plaque  supporte  une  charge  concentrée  P,  agissai 
centre,  le  moment  fléchissant  est 
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I  el  U  valeur  approchée  de  R  devient  : 

Nous  avons  vu  pféctSdemnient  que  le  travail  élastique  maxi- 
iium  de  la  maliëre  dépend  esseDlielleoient  de  la  façon  dont 
'  P  se  répartit  sur  une  pelile  surface  autour  du  centre.  Il  n'est 
donc  pas  possible  de  comparer  ici  les  résultats  de  la  formule 
approchée  avec  cens  de  la  théorie  exacte  ;  il  n'existe  pas  d'es- 
sais non  plus  qui  permettent  de  les  coutrAler.  On  fera  par  suite 
bien  d'être  prudent  dans  l'cniploi  de  cette  formule. 

81.  Théorie  approchée  poof  le*  plaques  elllpti* 
loes.  —  Le  problème  est  ici  plus  compliqué  que  dans  le  cas 
précédentjCar  nons  ne  savons  comment  les  réac[ions  de  l'appui 
se  répartissent  le  long  du  bord  de  la  plaque.  Afin  de  nous  en 
faire  une  idée,  irës  approximative  il  est  vrai,  supposons  l'on- 
I  vertiirc  elliptique  que  recouvre  la  plaque,    traversée  par  deux 

■  prismes  perpendiculaires  l'un  àl'auU'e,  dont lesaxes coïncident 
lavec  ceux  de  l'ellipse,  et  admettons  que  ces  deux  prismes 
I  soient  reliés  entre  eux,  au  centre,  d'une  manière  rigide. 

En  nous  servant  des  résultats  obtenus  au  chapitre  III,  il 
ftnous  est  facile  de  calculer  les  réactions  des  appuisqui  se  déve- 
1  loppent,  si  l'on  admet  que  chacun  des  prismes  supporte  une 

■  charge  uniformément  répartie  ^  par  unité  de  lougueur.  Soil 
Z  la  pression  qu'exerce  le  prisme  de  longueur  2a  sur  celui  de 
loDgueur  2A,la  tlêche  du  plus  grand  sera,  formules  (SI)  et  (83): 

, ^^      2<*' 

'~  U~\È        6ÏÊ" 
t  celle  du  plus  petit  : 

'  ~~  a  lE  ~^6IE  ' 

I  ces  deux  (lèches  sont  égales  enlre  elles;  si  nous  égalons  les 
Lfteconds  membres  des  deux  relations,  nous  pouvons  tirer  de 
M'équalioii  ainsi  formée,  la  valeur  de  Z,  il  vient: 


ciiAfrriiK  Vil 


le»  réactions  A  aux  oxlrémitéttdu  grand axesoiil  [lar  suite  :  i 


cl  aux  exlréraités  du  pplit  axe  : 


■ia*  +  Saà* +  !»{><■ 


B  =  yA  +  -^ 


li>ur  rapport  csL  (ioiic  : 


3a'  +  8a6'  +  l>6'(') 


(19») 


Nnus  admpltrons  que  Ion  vali^urs  que  prenni^nl  les  réactîoi 
de  l'appui  sur  la  plnqiur  aux  f>xtrémit^H  de»  axes  sont  ealt 
elles  dans  le  m^mn  rapport  que  A  et  It  ;  ainsi,  les  réaclioa 
de  l'appui  vont  fn  augmentant  des  extrémitt'it  du  grand  a 
vers  ci-iles  du  petit  axe.    Le  point  d'application  de  leur  résal 
tante,  pour  la  demi-ellipse  d(fterminée  par  le  grand  axe,  set 
donc  certainement  plus   éloigné  du   grand  axe   que  le  * 
tPL'  dr  gravita  i\c  l'arc  de  domi-ellipse,  par  Inquel  celle  résnl 
tante  devrait  passer  si  le»  n'actions  des    appuis  étaient  moi 
formi^.monl   réparties  sur  le  pourtour.  Si  n  est  trfcs  grand  |l 
rapport  à  é,  c'est-ii-dire  si  l'ellipse  i-sl  Irijs  allungi^e,  la  résoM 
tante  des  réactions  sera  presque  distante  de  A  du  centre.  Pior 
admettrons,  afin  d'obtenir  ensuite  nne  formule   simple,  q 
celte  distance  est  égiile  îi  —  d.  Cette  qimulilù  est  tris  Tra.^ 

(I)  M.  V.  Bach  arrive,  |>ar  suite  d'uue  remarque    'loni   noua  c 
tons  l'exacumile,  au  nisullat  — =  (  — ).  ot  fonde  sjr  ce  râsulUt  se&ct 


sions  suh<iéquciil<?^,  qui  reviennent  A  dire  <]ii[^  la  pression  transmise  sork 
pui  en  un  point  donné  est  proportionnel  au  rayon  de  courbure  de  l'elM^ 
(Voir  Bach.  Etiatieitât  und  Pe«tigkeit.  Berii»,  1090.  y»^  3S4J.  OuTM, 
seconde  (xliltuii  de  sou  uiivrage,  H.  v.  Hacti  arrive  uu    in^me  i^Millal  fu 
une  auln;  mélhnde,  avec  laquella  nous  ne  pouvons  non  plus  noux 
d'accord. 


V 
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somblablemonl  trop  gr/iridc  ;  maiN  comme tioiii4  [niionAduiitre 
[  pttrU'iiyjHilliL'st'CPrlaiiiemDiil  Iropfavorahle.que  les  actions  mo- 
L  lécutaires  se  répartissent  imirormémenl  le  long  de  la  sccliou,  il 
!  n'y  a  pas  d'inconvénteiilfi  prenilri^le  moment  de  flexion  uu  peu 
I  piusgrand  qu'il  Q'esteti  l'éalilé.  La  résultante  des  réactions  des 

appuis  est  égaJe  ft  la  charge  de  la  demi-plaque'^'^;  et  celle 

[  des  f'irceB  extérieures  qui  agisoent  ^ur  la  plaque  passe  par 
I  Iecsiïlrê(legravittsderairr<  dodemi-ollipse,  lequel  etftdi6tatit  de 

-  du  grand  axe.  Le  nitimeul  de  llexion  est  donc  : 


I  Ht  parauite  : 


fl97, 


Si   nous   envisageons  la  seciion  faite  suivant  le  petit  axe, 

nous  pouvons  dire  a  priori  qan   la  bras  de   levter  du  eouplo 

fléchissant   est  certainement   plu»  pi'ltl   que   la   distance  qui 

«îparn  le  centre  de  gravité  de  \'&rr.  <le  denii-i-llipi^e  de  celui  ds 

L  l'ftireile  demi-ellipse,  mais  il  est  fort  difficile  de  l'estimer  avec 

■quoique  cerlittide.  Le  système  des  dettK  prismes  en  croix  ne 

s  apprend  rien,  car  si  l'ellipse  est  allongée,  nous  ne  poit- 

rvous  plus  considérer  la  bande  délimitée  le  long  du  grand  axe 

comme  soutenue  seulement  au  milieu,  nous  devrions  la  sup- 

t  poser  soutenue  sur  une  certaine  largeur.   Le  plus  simple  est 

Kée  e'sa  rapporter  auk  essais  faits  par  Ilach  avee  des  plaques 

lejlipliques,  iHsqitels  montrent  que  la  rupture  au  produit  fféné- 

walemenl  suivant  le  grand  axe  ;  ce  qui  tend  h  prouver  que  Itb 

jest  le  travail  éta«tiquo  dont  dépend  le  dungur  de  rupture.  Si 

■'ftllipsc  n'est  pas  Ir^s  allongée,  l'équation  <  197)  donne  cerlai- 

Vliement  des  valeurs  trop  grandes,  car  lorsque  nous  passons  au 

Boas  du  cerclt*.  H  n'est  en  réalité  que  la  moitié  de  la  valeur 

ïrfonnée  par  la  formule  tl91),  On  pourrait  écrire,  par  exemple, 


polir  lui  rapport  quelconque  des  axes,  i\  la  place  de  l'éqaa? 
lion  (137)  : 

(198) 

Dans  les  dcus  cas  exlrèines,  cercle  t>t  ellipse  1res  allongée,  1 
c'esl-à-dirc  dans  les  cas  oîi  nous  {louvons  nous  Taire  une  idée  ■ 
h  peu  pi't-'S  exacte  de  la  portée  de  nos  liypothëses.  la  foniiula  1 
ci-dc&sus  doiiiiv  des  valeurs  satisfaisantes.  Oti  fiourra'doricl 
toujours  l'employer  pour  un  calcul  approximatif. 

9A.  Platine»  aarrér»  «n  rc«t«ncal«lres.  —  Consîdé-J 
rons  d'abnrd  une  plaque  carrée.  Soil  2ii  la  longueur  du  câliJ 
cl  désignons  par  d  la  diagonale  2ny'2.  La  charge  lolale  du  U4 
plaque  est  4<7'/'  ;  par  raison  de  symétrie,  la  résultante  d«$] 
réactions  des  appuis  est  ^vidoinment  pa'  pour  chaijue  cMé  dol 
la  plaque. 

II  est  facile  de  reconnaître  en  outre,  que  la  prcssîmi  exer-l 
cée  par  la  plaque  sur  les  appuis  va  en  diminuant  du  mîlîeafl 
des  côtes  vers  les  angles.  Menons  par  le  centre  une  sectiod 
parallèle  k  deux  des  bord.s  de  la  plaque,  et  détermiooDft  w 
moment  de  tlexiun  qui  agit  dans  celte  section  :  la  rësullaaLe 
dtis  réactions  des  appuis  du  cAté  parallèle  h  la  section  i 
^»',  elle  produit  donc  un  moment  de  flexion /m' ;  la  résul^ 
tante  des  réactions  des  appuis  des  deux  demi*cAlés  est  i 
égale  à  pa'  ;  on  voit  de  plus  que  le  point  d'application  de  cetli 
force  est  certainement  situé  â  une  distance  .r  <;a  de  la  f 
tion  considérée  ;  enlin,  les  pressions  extérieures  qui  agisscnfl 
sur  la  plaque  fournissent  un  moment  égal  kpa'. 

Le  moment  de  flexion  résultant  est  donc  : 

M  =  pa'  +  pa'x  — pa'  =  pa'r. 
Kn  siipjiosant  que  nous  puissions  utiliser  la  formule^ 
..M         6M 
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3'étanl  cerlainemenl  plus  pelil  que-,  nous  avons  : 

Considérons  maintenant  une  autre  section,  menée  suivant 
ono  diagonale.  Le  bras  de  levier  des  résultanles  des  réactions 

ides  appuis  est  égal  &  7  ;  le  point  d'application   de  la  résul- 

tanlo  des  pressions  coïncide  avec  le  cenlre  du  triangle  dont 

la  diagonale  est  la  base,  il  est  donc  distant  de -de  la  section 

considérée.  Nous  pouvons  par  conséquent  indiquer  exactement 
dans  ce  cas  la  valeur  du  moment  fléchissant,  nous  avons  : 

«tpar  suite,  pour  l'inlensilé  des  actions  moléculaires  : 

Cotte  intensité  est  égale  à  celle  qui  se  développerait 
idans  une  plaque  circulaire  de  rayon  a.  La  valeur  que  nous 
Tenons  de  trouver  est  plus  pelite  que  la  limite  supérieure 
calculée  pour  l'intensité  des  actions  moléculaires  daus  une 
section  parallèle  aux  cAlés  de  la  plaque.  Tant  que  jr  n'est  pas 
connu,  il  n'est  pas  possible  de  dire  dans  laquelle  des  deux 
sections  le  travail  élastique  de  ta  matière  est  le  plus  grand. 
Bans  les  essais  faits  par  M.  v.  Bacli,  les  plaques  carrées  se 
sont  en  général  rompues  suivant  une  diagonale  ;  on  peut  donc 
Considérer  la  Formule  [199}  comme  ëlant  celle  qui  donne  la 
valeur  iRa.iimuni  du  travail  élastique. 

Pour  les  plaques  rectangulaires,  nous  admettrons  également 
CUO  la  section  diagouale  est  la  «ccllon  dangereuse,  bien  que 
M  expériences  de  Bach  soient  moins  probantes  dans  ce  cas 
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que  dans  le  précédent.  Il  est  toutefois  permis  de  faire  cette 
hypolliî^se,  puisqu'il  ne  s'agit  ici  que  d'une  estimation. 

Soient  2a  et  26  les  ccMés  du  rectangle,  dla,  longueur  d'une 
diagonale,  c  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
sommet  sur  la  diagonale  opposée.  Quelle  que  soit  la  loi  de 
répartition  des  réactions  des  appuis  sur  les  bords  de  la  plaque, 
leur  résultante  pour  le  triangle  formé  parle  rectangle  coupé 
selon  uno  diagonale  est  évidemment  égale  à  2pah  ;  le  point 

d'application  de  cette  force  est  distant  de  -  de   la  diagonale 

z 

considérée. 

Les  pressions  qui  agissent  sur  le  triangle  ont  pour  résul- 
tante une  force  égale  aussi  à  2pab^  appliquée  au  centre  de 

gravité,  soit  à  une  distance-  de  la  diagonale. 

Le  moment  de  flexion  résultant  est  donc  : 

„=,,»*  (1-1) =îff. 

Nous  avons  par  suite  : 
or  cd=iabf 


donc  : 


R=2p-^-^.  (200) 

^  a«  -t-  6i  A»  ^       ' 


K>£:G  RCICES  sur  le  chapitre  VII. 

Exercice  35.  —  Une  plaque  de  fer  (retendue  suffisamment 
grande  pour  pouvoir  fitre  envisagée  comme  une  plaque  circu- 
laire de  rayon  infiniment  grand  repose  exactement  sur  le  sol. 
Elle  est  soumise  au  centre  à  l'action  d'une  force  concentrée  P, 


\ 
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Détermiiier  la  loi  de  répartition  des  pressions  exercécH  sur  le 
solpar  la  plaijiie,  en  supfiosanl  t^iie  ces  pressions  sont,    en 
}iie point,  prnpurlionnellfls  ù  l'hiflcrion  correspifiulante  tli^ 
lu  plaque. 

Remarque. —  Co  problème  est  analogue  à  un  autre,  d'énoncé 
un  peu  difTéreul,  résolu  par  II.  Herlz  :  Herlz  considérail  une 
banqiiiso  déglace  chargée  en  son  milieu.  Soosl'innuence  de 
celte  charge,  la  banquise  se  déforme  aussi,  comme  noire  pla- 
que de  fer,  et  eucliaque  point,  l'inflexion  détermine  une  cer- 
laîne  poussée  hydroslatique.  Dans  le  problême  de  Hertz,  la 
pression  hydrostatique  et  par  conséquent  la  réaction  de  la 
banquise,  sont  exactement  proportionnelles  à  l'inflexion,  tau- 
dis que,  dans  noire  cas,  la  pression  de  la  plaque  sur  le  sol  ne 
l'est  qu'approsimativement,  comme  il  résulte  des  considéra- 
'lions  du  chapitreVl.  Sous  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée, 
le  problème  présente  une  assez  g'rande  importance  pratique 
qui  nous  Ta  précisément  fait  choisir. 

Hertz  a  résolu  complètement  la  question  ;  il  lui  a  fallu, 
pour  cola,  faire  usage  de  théories  mathématiques  que  nous  ne 
pouvons  supposer  connues  de  la  majorité  des  lecteurs  ;  aussi 
nous  contenterons-nous  d'établir  l'équation  diit'érentielle  de  la 
courbe  méridienne  de  la  surface  élaslique.  Pour  la  résolution 
âe  celle  équation,  nous  renverrons  le  lecteur  que  la  chose  in- 
itércssti  et  qui  possède  les  coimaissances   nécessaires  au  mé- 

)ire  original  de  Hertz  (Hertz,  Gesammelte  Werke,  1"  vol., 
Leipzig,  189S.  page  228). 

Solution.  — Nous  pouvons  utiliser  les  formules  de  l'article  78 
|uequ'à  l'équaiion  (1.^4),  sans  aucun  changement.  Soit  V  la 
huilante  des  réactions  transmises  par  le  sol  sur  la  partie  de 
U  plaque,  située  en  dehors  d'une  section  circulaire  de  rayon  x. 
L'efTort  tranchant  qui  agit  sur  un  élément  infiniment  petit  de 
Dette  section,  correspondant  à  l'angle  au  centre  c/k,  est  égale  h.  : 
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Nous  avons  donc,  dans  le  cas  particulier,  au  lieu  de  l'équation 
(155),  la  relation  : 

V 

Mom,  des  S  =-t-  dcLdx  ; 

Téquation  des  moments  de  Tarticle  79  devient  par  suite  : 

d}ff        dif        f^       ^  (m»  —  4)  V 
d}x^  dx       x^     m«EA«       iz 

V  n'est  pas  connu,  on  sait  cependant  que  V  décroît  d*une  quan- 
tité égale  à  la  charge  agissant  sur  un  élément  superficiel  annu- 
laire, lorsque  x  croît  de  dx.  Donc  : 

—  =—^Tzxyk, 

où  k  désigne  une  constante,  dont  la  signification  a  été  définie 
à  Fart.  74,  et  y,  l'ordonnée  de  la  surface  élastique.  Différen- 
cions Téquation  précédente  et  introduisons  la  valeur  trouvée 

rfV 
pour  j- ,  H  vient: 

CLX 

d»y       !2rf«y        i  d^        y        12(m«— l)fe        _ 
^  rfx»"^  dx*~ 'x dx'^ x*~        m«EA"        ^y— O- 

Remarquons  que  nous  pouvons  écrire  : 

dy 
?  —~Tx' 

si  nous  posons  en  outre,  pour  abréger, 

42  (m»— 1)         , 
— ^ =  a*, 

Téquation  ci-dessus  prend  la  forme  : 

d^y    ^    ^d^y  4  dhj        1   dy        \ 

dx*       X  dx*        x^  dx^       x^  dx  ^ 

Le  reste  du  problème  est  du  domaine  purement  mathéma- 
tique. Les  quatre  constantes  d'intégration  que  contient  la  so- 
lution se  déterminent  à  l'aide  des  mêmes  conditions  que  celles 
que  nous  avions  dans  le  cas  des  prismes  reposant  sur  une  base 
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impressîble.  La  résolution  de  l'équalion  ci-dessous  est  faci- 
jlée  si  l'on  remarque  que  le  membre  de  gauche  ptésenlc  udg 
forme  qui  revieut  souveul  dans  les  recherches  de  physique 
Dialhématiquc.  DésignoDs  part/  et  u  les  conrdonni^es  d'uii 
poioL  du  plan  médian  de  la  plaquo,  de  sorte  que 


et  représenlons  par  le  signe  A'  l'opération  consistant  à 
former  la  somme  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  d'une 
fonction  à  deux  variables  indépendantes  par  rapport  à  ces 
derniijres  : 

uation  précédente  peut  alors  s'écrire  ; 

^'  (^V)  H-  »V  =  0- 
Forme  sous  laquelle  il  esl  possible  de  l'intégrer. 

Hertz  part  directement  dans  son  mémoire  de  celle  dernière 
équation.  On  trouvera  également  dans  son  travail  des  données 
numériques  et  des  résultats  d'expériences  ('). 

Exercice  36.  — Quelle  force  concentrée,  agissant  au  centre, 
une  plaque  df  fonte  de  S  cm.  d'épaisseur  et  de  diamètre  quel- 
conque,reposant  librement  à  sa  périphérie,  peiit-elle  supporter, 
ri  l'on  admet  que  l'intensité  des  actions  molécuiaires,  calculée 
d'après  le  procédé  d'approximation  de  l'article  S3,  ne  doit  pas 
dépasser  SOO  kg.  par  cm'  ? 

(1)  L'uuieur  fait  au  sujet  de  cet  exercice  la  remarque  suivante  :  Quelques 
critiques  trouveront  peut-*lre  que  celle  question  sort  du  cadre  de  noire 
BavragG.  Nous  leur  répondrons  <|ue  UerU  venait  de  quitter  l'IJniversrlâ  lecli- 
(liquede  Munieli  lorsqu'il  publia  son  mémoire.  Sansdoule  les  esprits  de  celle 
tiillesont  rares,  mais  qui  oserait  prétendre  qu'il  ne  s'en  retrouvera  j a maîa  de 

jnreils  parmi  nosauditeursou  nosivcleurs,  et  qui  voudrait  prendre  la  res|>on- 
inbilité  de  lalre  l'existence  de  travaux  importants  simplement  parcequeceux- 

;î  tortenl  du  cadre  des  !e(;Dns  ordinaires.  Nous  avons  trop  le  respect  di-s 

K*-|enlslaleiils  qui  résident  dans  Ja  jeunesse  universitaire  pour  no  lui  prft- 
^^  nier  jamais  que  des  problèmes  élément.iires.  If  esl  clair,  d'autre  part,  que 
le  problâme  n'est  pas  h  la  portée  de  tout  le  monde  ei  qu'il  ne  saurait  Taire 
Fabjet  d'une  question  d'examen. 
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On  suppospqite  la  force  extérieure  se  répartit  sur  une  surface 
très  petite. 

Solution.  —  Il  suffil  de  substiluer  les  valeurs  numériques 
dans  la  formule  (194),  il  vient  : 

P  =!!^  =  I  X  2*X  200  =837  kg. 

Il  parait,  au  premier  abord,  étrange  que  le  diamètre  de  la 
plaque  soit  sans  inOuencc  dans  le  calcul  du  travail  élastique, 
tandis  que  la  portée  d'un  prisme  joue  un  rôle  si  prépondé- 
rant. La  raison  est  facile  à  trouver  :  dans  le  cas  de  la  plaque, 
la  largeur  de  la  section  sur  laquelle  se  répartissent  les  actions 
moléculaires  croit  dans  le  même  rapport  que  les  bras  de  levier 
des  forces  extérieures  lorsque  le  rayon  delà  plaque  augmente, 
tandis  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  dans  un  prisme. 

Si  la  charge  donnée  était  uniformément  répartie  sur  toute  la 
plaque,  la  charge  totale  pourrait  être  trois  fois  plus  considé- 
rable, comme  on  le  reconnaît  en  comparant  les  formules  (192) 
et  (194). 


CHAPITRE  HUITIÈME 

RÉSISTANCE  DES  ENVELOPPES  SOUMISES  A  UNE 
PRESSION  INTÉKIEUKE  OU  EXTÉKIECItE 


r  g  1.  Enveloppu»  d  paroi»  mincet.  —  HQ.  Envul0|i|it!  splifriquâ  soumise  h 
une  prumion  interne.  —  87.  Enveloppe  c^'iiiidrique  soumt»e  h  ane  |>re»- 
siou  interni!.  — IJB.  Tubes  ile  sectiou  Hlit)LÎ((ue  soumis  t  une  prra»ioD 
•Stérîeure. 

l'S  t.  Enveloppe»  à  jtufoi»  épaiise»,  —  Sfl.Tulies  cjflindrî'jiii's  soumis  A 
une  |irMsjon  interne—  90.  Tube*  fretlés. 

I  £xerci,:es  n"i  371  41  - 


ENVELOPPAS  A  PAROIS  MINCES 


AA-  Envcloppp   ■phéPlque    »ounil«B  k  une  pre««i«n 

I  inlerne.  —  Par  paroi  mitire,  nnus  ciitonduns  une  parnî  dont 
[  l'âpaisneuroâltri^s  polile  pnr  rapport  aux  dimensions  de  l'on- 
rveloppe.  C'est  lo  cas  qui  se  présente  pur  exemple  dans  les 
I  Cbatldî^^e8. 

Soit  r  le  rayon  intérieur  do  l'enveloppe  sphérique:  menons 
t  un  plan  méridien,  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  l'un 
1  des  hémispliîiics  sont  les  pressions  exercées  sur  la  paroi  par  le 
r  liquide  ou  le  ^ax  que  contient  l'enveloppe.  Comme  nousl'avous 
I  monlré  i>n  résolvant  l'exereice  30,  la  résultante  de  pressions 
Ihydroelatiquos,  agissant  sur  une  partie  d'une  surface  fermée, 


est  égale  et  coïncide  en  diiTclioci  avec  la  rêsultanle  des  pros4 
sions  agissaitl  surlu  rcslcde  la  surface.  Pour  faîiedo  l'IiÉaiiï^ 
phère  une  siirrace  ferraée,  il  n'y  a  qu'à  curisîdérer  le  i!ercte  il 
lôrieur  de  lu  sccLiun  niéridienuo  ;  si  jj  désigne  la  pression 
hydrostatique  par  unité  de  surface,  la  résultante  des  presHioiu 
hydrostatiques  exercées  sur  l'htiinispli^re  sera  égale  «a  gnuL<J 
deurà  : 


Celle  force  passe  évidemment  par  le  centre  do  la   s<clioii  i 
est  perpendiculaire  h  cette  dernière. 

Noussupposonsimplicit^menl  ici  que  la  pression  p  «s[  1 
mi^me  en  tous  les  poluls  delà  surface,  c'esl-à-dire  quetesdifK 
rcnccs  dépression  dues  au  poids  du  liquide  sont  né^ligcablesJ 
Celle  hypothëse  est  toujours  satisfaite  du  reste  dans  los  ftppln 
cations. 

LesaclioRs  molt^culaires  df^veloppécs  dansta  section  tnèi 
diennede  l'enveloppe  font  équilibre  à  la  résultante  des  prossioty 
liydroslaliques.  Kn  raison  de  la  symétrie,   ces  actions  mol6; 
cnlaires  sont  évidemmenl  normales  et  ont  la  même   inlen«il| 
le  tofig  d'un  cercle  concentrique  k  la  section.  On  peut  facile- 
menl  se  rendre  compte,    par  le  raisonnement  suivant,  quaj 
dans  le  sens  radial  aussi,les  actions  moléculaires  se  répartïsseM 
uniforméinenl  à  peu  de  chose  près  :  sous  l'influence  de  la  pre 
sion  inlérieure.  l'enveloppe  se  dilate,  le  rayon  passe  de  Uv 
leur  r  à  la  valeur  /'  +  Ar  ;  les  forcesintérieuresR.quîsodévM 
loppenl  dans  la  section,  sonl  précîsétnenl  corrélatives  de  cotti 
dilatation.  Or  le  rayon  extérieur  de  l'iinveluppu  nu   dilTère  i 
rayon  iulérieurque  de  l'épaisseur  /(  de  la  paroi  ;  sa  ddlon 
lion  est  donc  U-hs  peu  dilTérentede  celle  du  diamMreintériei 
pur  suite,  les  actioiis  moléculaires  seront   presque  constante 
On  reconnaît  toutefois  que,  pour  des  enveloppes  ù  parois  épsil 
ses.  il  ne  saurait  i^lre  question  d'une  répartition  uniforme  dd 
actions  moléculaires  et  que,  par  conséquent,  la  formule  qill 
nous  .-liions  élahlir  ne  leur  est  pas  applicable. 
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?  cas  présent,  nous  avons  l'équation  forl  simple  ; 

R  =  g.  (201) 

IPar  uu  point  ilonrié  d'une  sphJire  passent  une  liifinilé  do  sce- 
llions méridiennes  el,  fi  chacune  de  ces  sections,  correspond 
lune  action  moléculaire  R.  Le  travail  de  la  matiùre  n'est  donc 

■  pas  défini  par  R,  îl  faut  calculer  le  Iravail  élastique  de  compa- 
I  raison  :  nous  trouvons  ; 

«='^K  =  'i-ig  (202) 

Si  l'enveloppe  a  des  rivures,   il  y  a  Heu  de  tenir  compte  de 
l'VaOaib  lisse  ment  de  ta  section  que  produisent  les  trous  des 

■  rivets;  de  plus,  il  faut  tenir  compte  des  actions  extérieures  : 
Irouille,  etc.  C'est  pourquoi  les  formules  employées  dans  la 
Ipralique  pour  le  calcul  de  It^piiisseur  des  parois  de  chaudiê- 
■rcs  donnent  des  valeurs  plus  grandes  que  la  formule  précé- 
I  dente. 

tl7.  Uuveloppe  eyliadriquc  «ouniiite  à  uue   preaitiou 

llntcrnp.  —  Nous  supposerons  que  ta  hauteur  du  cylindre 
|est  relativement  grande  par  rapport  au  rayon.  Les  parties  du 
Intanteau  cylindrique  qui  se  trouvent  dans  le  voisinage  des 
(fonds  ne  pouvant  se  dilatpr  librement,  il  s'y  développe  des 
taclions  moléculaires  plus  faibles  que  dans  le  reste  de  l'enve- 
lloppe.  L'influence  des  fonds  ne  peut  toutefois  se  faire  sen- 
Ilir  bien  loin  de  ceus-ci,  les  parois  cylindriques  pouvant  faci- 
Tlement  fléchir  d'une  quantité  égale  à  la  différence  Ar  des 
iTayonsaux  e):trémités  et  au  milieu  de  la  chaudière.  Considé- 
Irotis  un  anneau,  de  longueur  /  dans  le  sens  de  l'axe,  découpé 
■dans  le  voisinage  du  milieu  de  l'enveloppe  et  menons  une 
l'MCtion  par  l'axe  du  cylindre. 


m 


eniifnm  vih 


De  mémo  qun  (Uns  lu  cah  Hr  IVnvcloppR  apbArique,  Im  sd^ 
liutiA  moléciilairefl  dt-vejnppée»  daiii  )es  deux  sucticms  Inogi-^ 
luiliiialos  de  stiirracc  A/funl  ^((tiilibrc  aux  pression»  <lu  lïquldfcl 
On  a  par  suil*-  : 

2/(  /R,  -n  2r/p 
d'oi'i 


n  —  er 


(203) 


Le  Iravaii  élailique  des  parnis  dans  le  ««nu  de  la  laRgonlR  ao 
cnnioiir  d'une  seolion  Iraiisversak^  e»l  donc  deux  fois  plut 
grand  dans  une  enveloppe  rylindri<[ue  (jue  dans  une  oave- 
In[ipi3  s|jlu%rii]iJL'  de  m^ine  iliainî'tre. 

Pour  cali-ubr  les  actiunf;  moléculaires  dans  las  section4 
Irausversak's,  noii:«  pouvoii»  iitîlixer  la  Formule  4201).  Noul 
trouvons  doncfinalRineiil  pour  le  Iravail  «ilBaUqae  do  compi 
raisou  : 

A  =,  R,  _  J  R,  =  1^  Cr  „  (90^-1 


.  0,«!î 


"?  i—l) 


Si  lus  fuuds  de  l'oiiVL'ioppe  sont  hémif^phêriques,  on  le*c 
ruie  rnmmc  fi  rarlicle  précédenl  ;  s'ils  pouvaient  Alro  nitsimiJ 
lés  6  un»  calotte  «pliërique,  les  aciinnn  mok-ealairr»  w  calculai 
micnl  conimp  «i  la  calotte  fainnil  partie  d'une  chaudière  sphtfJ 
rique  du  rayon  correApondanl.  Enfin,  si  »?«  fondit  sont  plaU 
on  pourra  utiliser  les  résultai»  du  rhapîlrp  précÀdenl. 

Mit.  TulM*a  ilr  crotlAH  rlllplltine  «m  «lr«tilMlr«  ■•■«•Id 
ik  une  pre>»alau  t^xl^rieuri'.  —  Le  ralrul  d'un  lubc  de  i 
tiou  idlipliijue  «»l  mikclemeiil  k>  m^mt'  i\imo  c^^liii  <\\i  . 
avons  indiijué  au  i-liopilrL'  V  pour  un  anneau.  Le  cai  repréJ 
Mnlé  dans  la  Ugare  il,  pn^e  211.  rorr^^spoud  al>ttolam«nl 
au  cas  prvsent,  si  l'on  suppose  ie»  forces  l'ilériaurci  miH 
forniémonl  réparties.  Lp.  calcul  ne  pr^4>nte  pas  non  pla 
do   difticullés  purticuliî^riis,  Il  n'y  aurait  donc  pas  li«a 
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s'occuper  spiicialemeiil  Ae  c»  problème  (d'nulaiit  plus  r;uc 
les  tubes  ilc  section  elliptique  Bonl  d'un  emploi  pon  Irt^ipienl 
par  siiilc  ilu  la  Faible  résistance  qu'ils  opposent  â  une  prt'.i^îon 
exléneure),  si  l'on  n'y  était  rond  iiîl  par  une  question  do  nature 
toute  spéciale. 

Supposons  qu'un  tuba  de  section  prirailivemenl  circulaire 
soîl  légèrement  aplati  par  suite  d'une  circonstance  accideu- 
telle  quelconque,  de  sorte  que  la  section  devienne  elliptique 
(nous  supposons  que  la  dOformalion  ainsi  produite  est  élasti- 
que). Si  le  lubeest  soumis  en  outre  à  une  pression  intérieure 
celle  déformation  disparaît,  lorsque  la  rause  qui  la  produit 
Mais  si,  au  contraire,  le  tube  est  soumis  k  une  pression 
extérieure,  il  n'en  est  plus  ainsi  :  la  pression  extérieure  tend  à 
augmenter  ou  tout  au  moins  à  maintenir  la  déformation. 

Il  s'agit  de  déterminer,  dans  ce  dernier  cas,  quelles  sont 
les  forces  qui  l'emportent  :  des  pressions  extérieures  qui  ten- 
dent à  maintenir  ou  à  augmenter  la  déformation  accidentelle, 
DU  des  forces  (élastiques  qui  tendent  h  ramener  le  tube  dans 
son  état  primitif.  C'est  cette  question  que  nous  allons  résou- 
dre, elle  a  une  grande  importance  au  point  de  vue  pratique, 
par  exemple  pour  les  lubes  à  feu  de  chaud i<>res. 

Soit  (fig.  56)  une  moitié  du  tube  de  section  elliptique  :  étant 
donné  l'hypothèse  faite  sur  la  formation  de  cotte  section,  nous 
Admettrons  que  le  demi-ase  ù  ne  diffère  que  fort  peu  du  demi- 
Bxe  a.  Soit  p  la  pression  cxlérieiire  par  unité  de  surface.  Con- 
sidérons un  anneau  de  long-ueur  égali;  à  l'unité  dans  le  sens  lon- 
gitudinal ;  si  M„  désigne  le  moment  fléchissant  à  l'extrémité  du 
petit  axe.  soit  pour  //  =o  ei  j:  =«,  le  moment  flécliiasant  au 
point  X,  y  sera,  comme  précédemment  pour  l'anneau  (art.  "72)  : 


M  ^  Mn  -1- ;ia  (ffl  —  j)  —  ~-i 
ùùs  désigne  la  lou^ueur  de  la  corde,  Ou  a  : 


(205) 


r    f    1 
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Si  Ton  lient  compte  de  Téquation  de  Tellipse, 


a*      o* 


Figure  56. 


l'équation  (205)  peut  s'écrire  : 


—  Mo— -y  — ^ 


-«•) 


Désignons  par  a  l'aplatissement  de  Tellipse, 


a 


a 


ôet  rt  différant  peu  Tun  de  Tautre,  nous  pouvons  poser,  avec 
une  approximation  suffisante  : 

ô'  —  a*       b  —  00  +  a       ^ 

= : —  =  2tt  ; 

6«  b         b 

nous  avons  alors  simplement  : 

M  =  Ma— jt^y'oL.  (206) 

11  reste  à  calculer  Mo.  Comme  précédemment,  dans  le  cas  de 
l'anneau,  les  moments  de  flexion  doivent  varier  le  long  de  la 


*.j .  . 
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section  d'une  manière  telle  que  la  somme  des  variations  angu- 
laires àd'^y  étendue  à  tout  un  quadrant,  soit  nulle.  Nous  pou- 
vons donc  poser  : 


/..,=/î^'^„, 


d'où,  si  nous  introduisons  pour  M  sa  valeur  et  si  nous  remar- 
quons que  I  est  constant,  le  tube  ayant  partout  la  même 
épaisseur,  par  hypothèse,  la  relation  : 


Mo  fds=p<ify'ds.  (207) 


fds  est  une  intégrale  elliptique,  elle  représente  la  longueur 

d'un  quart  d'ellipse  ;  nous  pouvons  ici,  sans  commettre  une 
erreur  sensible,  la  remplacer  par  la  longueur  d'un  quart  de  cir- 
conférence dont  le  rayon  r  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique 

de  a  et  A.  Nous  envisagerons  également  l'intégrale  fy'ds  comme 

le  moment  d'inertie  d'un  quart  de  circonférence  de  même 
rayon.  Nous  avons  donc  : 


/^^=ï'      jy'^^=ir' 


et  par  suite  : 


par* 


et 


M=Ç(r'  — 2y').  (208) 


Pour  le  point  x  =  o^  y=b,  soit  aux  extrémités  du  grand  axe 
il  vient: 

si  l'on  néglige  la  différence  entre  r  et  b.  Pour  les  deux  points 
delà  demi-section  situés  sur  les  ravons  inclinés  à 45^ sur  Tho- 
rizontale,  M  =  o.  Les  moments  croissent  en  valeur  absolue 

19 
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d'une  manière  continue  de  chaque  ctMé  de  ces  points  :  d'un 
côté  ils  sont  positifs,  de  Tautre  négatifs. 

Nous  connaissons  donc  maintenant  les  moments  de  flexion 
produits  par  une  pression  hydrostatique  externe  sur  un  tube 
ayant  subi  au  préalable  une  déformation  donnée.  Comme  on  le 
reconnaît,  le  sens  de  ces  moments  est  tel  qu^ils  tendent  à  aug- 
menter la  déformation  déjà  existante  :  à  l'extrémité  du  petit 
axe,  le  moment  de  flexion  tend  à  augmenter  la  courbure,  aux 
extrémités  du  grand  axe,  au  contraire,  à  la  diminuer  ainsi 
que  le  montre  le  signe. 

Calculons  maintenant  les  déformations  élastiques  que  les 
moments  que  nous  venons  de  calculer  sont  en  état  de  mainte- 
nir, lorsque  la  cause  de  Taplatissement  initial  cesse  d*agir. 

Nous  pouvons  procéder  encore  comme  dans  le  cas  de  Tan- 
neau.  Soit  Aa  la  variation  élastique  de  longueur  du  rayon  r, 
au  point  a,  nous  avons  : 


=J  yArfcp  =Ji 


M  est  donné  par  la  formule  (208),  en  substituant,  il  vient  : 


la  première  intégrale  delà  parenthèse  est  le  moment  statique 
d'un  quart  de  circonférence  par  rapport  à  l'un  des  diamètres 
extrêmes.  On  a  la  relation  : 

yds  =  rdx 

(elle  résulte  immédiatement  de  la  similitude  des  triangles  dont 
les  côtés  sont  respectivement  rf.v,  dx,  dy  et  r,  y  et  x)^  donc  : 

/  yds  =z  r  I  dx  =  r*, 
/  //'^'•'»'  =  '  ■/  !/'^^^  ^^1  ^'^'  ""  ^  fx^dx 
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Nous  avons  tinalemcnt  : 


La  variation  élastique  \/>  |>ourrail  se  calculer  exaclemeni  de 
[  la  même  manière.  Il  n'est  cependant  pas  ni'cessaire  do  répé- 
I  Icp  les  opérations;  il  suffit  de  remarquer  queMft  étant  égal  àMo 
changé  de  signe,  àb  sera  égal  ù  Art  pris  avec  le  signe  con- 
traire; donc  : 

A4=  +  '2Ï-'. 


L'aplalisseminil  a'que  produiscnl  ces  déformations  est  facile 
I  à  calculer;  on  a: 


[  par  suite  : 


-  (1  =  Aô  — Afl, 

, par' 

"  ~  3ÎË' 


(210) 


Combinons  main  iL'naol  ces  résultatsavec  les  précédents, c'est- 
I  À-dire  supposons  que  l'aplatissement  accidentel  initial  x,  qui 
:  occasionne  les  moments  de  llcxion  M  soit  précisément  égal 
I  b  l'aplatissi'ment  a.'  que  ces  moments,  agissant  seuls,  sont  on 
^  état  de  produire.  Les  deux  déformations  étant  égales,  le  tube 

se  trouve  au  point  de  vue  élastique  dans  un  élst  d'équilibre  ; 

l'aplalisBumenl  ne  peut  disparaître  ni  augmenter  sans  l'action 
I  de  nouvelles  forces  extérieures.   Si,  au  contraire,  «'  est  plus 

grand  que  a,  il  continue  k  augmenter,  et  le  tubo  finit  par  âtre 
I  écrasé.  Si  eiiHn  a'  -^a,  il  faudrail  pour  mainicnir  la  déforma- 
[  lion  a  UD'!  pression  tiydrostalique  plus  grande  que  celte  qui 
E  agit  eu  réalité  :  la  section  du  tube  reprend  sa  forme  circulaire. 
Ou  voit  donc  qu'il  existe,  pour  un  lube  donné,  une  pression 
I  extérieure  critique,  qui  ne  peut  être  dépassée  sans  que  le  lube 
f  uv  se  trouve  dans  un  étal  d'équilibre  instable. 
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Si  alors  une  scclion  vient  à  subir  la  moindre  déformation 
îircideiilelle,  celle-ci  suffit  pour  entraîner  des  déformations  tou- 
jours croissantes,  qui  amènent  finalement  la  rupture  du  tube. 

Si  Ton  pose  dans  Téquation  (210  ;  %  =  a',  et  que  Ton  résolve 
par  rapport  à  /y,  on  obtient  précisément  celle  pression  cri- 
tique  y>fe  .  Il  vient: 

/>*=|'.  (2H) 

Le  moment  d'inertie  I  pour  un  tube  de  longueur  égale  àTunité 
et  d'épaisseur  h  est  égal  à  -  ;  donc: 


Pk 


Vi 


=;(;)■•  <^'^> 


C*est  là  le  premier  cas  d'équilibre  élastique  instable  que 
nous  ronconlrons.  Nous  aurons  Toccasion  d'en  voir  encore 
dautres,  parmi  lesquels  le  plus  important  est  celui  qui  se  pré- 
sente dans  le  travail  à  la  compression  des  prismes  droits  char- 
gés debout. 

Si  le  tube  considéré  est  relativement  court  et  fermé  aux  ex- 
trémités par  des  fonds,  Técrasement  du  tube  ne  peut  se  pro- 
duire. Dans  le  cas  des  tubes  à  feu  de  chaudière,  cependant,  la 
longueur  est  souvent  assez  grande  par  rapport  au  diamètre 
pour  que,  malgré  les  dispositifs  employés  pour  augmenter  la 
rigidité  des  parois,  colles-ci  s'enfoncent. 

Si  Ton  a  cherché  à  rendre  le  tube  plus  résistant  en  le  cerclant 
avec  des  fers  cornières,  on  utilisera  pour  le  calcul  non  plus 
l'équation  (212),  mais  bien  la  formule  (211),  en  tenant  compte 
de  l'augmentation  du  moment  d'inertie  due  aux  cercles. 

ENVELOPPES  A  PAROIS  ÉPAISSES. 

80.  Tubes  eyliiiilriqueii  noumis  II  une  presiiioa  In- 
terne. —  On  reconnaît  imniédialement  que,  par  suite  de  la 
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l  syméiri»,  l'un  des  ases  de  l'état  élastique,  qui  s'élnblil  on  un 
I  point  ijuclcoiiquo  dps  parois,  est  paralièlo  à.  l'asc  du  lubc; 
1  qu'un  aiilro  est  dirigé  suivant  le  rayoa  et  que  le  troisiiiniecoïn- 
I  cidc  on  dirfictioQ  avec  la  laugenle  à  la  circonférence  passant 
par  le  point  donné  et  dont  le  centre  se  Irouve  sur  l'axe  du  lube. 
Nous  laisserons  d'abord  decdté  les  actions  moliiculaireselles 
I  déformations  diri°;ées  dans  le  sens  de  l'ase  du  lubi>  et  nous 
I  nous  occuperons  d'abord  des  autres,  dont  dépend  en  première 
[ligne  le  danger  de  rupture. 

Nous  supposerons  d'abord  que  lo  lube  est  ouvert  à.  ses  ex- 
I  Irémilés  cl  qu'il  peut  se  dilater  ou  se  contracter  librement 
I  dans  tu  sens  axial.  Soit/j  la  pression  intérieure  qui  agit  sur 
Iles  parois  par  unité  de  surface,  et  admettons  que  la  longueur 
\àu  tube  suit  égale  à.  l'unité. 

Sous  l'influence  de  la  pression,  le  lube  se  dilate  :  soil  ii  l'aug- 
laieulalion  qu'éprouve  la  longueur  .x'. 

Si  l'on  connaissait  u  en  fonction  de  x,  on  pourrait  indiquer 
immédiatementles  dilalalions  ra- 
diales et  tangcnlielles  ei-elEf  el, 
par  suile,  les  actions  nioléctilnires. 
La  question  revient  donc  k  d(<lcr' 
miner  la  fonclion  «.  Considérons 
lin  élément  superficiel  d'une  sec- 
linn  transversale  du  tube  (Hg.  S7), 
limilé  par  deux  arcs  de  cercle  do 
rayon  a;  et  j;  -|-(/a;,eldeux  rayons 
compronanlentre  eux  l'angle (/:l,  et 
■envisageons  l'élément  de  volume  correspondant.  Cet  élément 
[est  en  équilibre  sous  l'inlluence  des  actions  moléculaires:  en 
I  écrivant  les  équations  qui  expriment  ces  conditions  d'équili- 
Ibre,  nous  arriverons  au  résultat  chercbé.  La  figure  58  indî- 
I  quFt  les  diverses  forces  qui  agissi'iit  sur  cet  él<^monl. 
Nous  avons  évidemment  : 

,=.|.  (213) 
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caria  longueur  d'une  circonférence  croît  proportionnellement 
au  rayon.  Pour  la  dilatation  radiale,  nous  avons: 

en  effet,  dans  la  déformation,  dx  varie  d'une  quantité  égale  à 
du.  On  voit  immédiatement  qu*il  se  produit  en  réalité  un  rac- 
courcissement dans  le  sens  radial,  du  et  par  suite  sr  sont  néga- 
tifs. Il  est  cependant  préférable  de  les  supposer  positifs,  le 
signe  —  résultera  des  calculs.  C'est  pour  cette  raison  que 
dans  la  figure  (58),  Rr  est  indiqué  comme  faisant  travailler  la 
matière  àTextension. 


^-^« 


Fig.  58 
La  lettre  R  du  texte  correspond  à  ?  dans  la  figure. 

Déterminons  d'abord  la  résultante  des  actions  moléculaires 
Rf .  Sur  chacune  des  faces  latérales  agit  une  force  R/  dx^  qui 

forme  avec  la  bissectrice  de  l'angle  d%  un  angle  égal  à g-  ; 

la  résultante  des  forces  agissant  sur  ces  faces  est  donc  : 

R/  dxdoL, 

Considérons  maintenant  les  actions  moléculaires  Rr  .  Larésul- 
tante  des  forces  élastiques  agissant  sur  la  face  intérieure  est  : 

Rr  X  dç/.; 

sur  la  face  extérieure,  l'intensité  de   ces  actions  est  Rr  + 
d  Rr  ;  leur  résultante  est  donc  : 

(Rr  +  dRr  )  (x  +  dx)  doL. 
Ces  deux  résultantes  agissent  en  sens  opposé,  il  suffit  par 
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conséquent  de  considérer  leur  différence  ;  cette  dernière  n*est 
autre  chose  que  la  différentielle  : 

T"  (Rr  x)  dxd^ 

du  produit 

Rfvrr/a. 

Si  Rr  et  la  différentielle  ci-dessus  sont  positives,  la  résul- 
tante de  toutes  les  actions  moléculaires  Rr  est  une  force  dirigée 
de  l'intérieur  vers  Textérieur  ;  la  résultante  des  forces  R*  est 
dirigée  au  contraire  de  l'extérieur  vers  Tintérieur  lorsque 
les  forces  R<  sont  positives. 

La  condition  d'équilibre  de  l'élément  de  volume  considéré 
est  donc  exprimée  par  la  relation  : 

R,  =^(R^:c).  (215) 

On  a,  d'autre  part,  les  formules  : 

en  résolvant  par  rapport  à  R<  et  Rr,  il  vient  : 

R<  =  -; — ;    (m  e^  +  tr  ), 
mE 

et  en  tenant  compte  des  relations  (213)  et  (214)  : 


P    mE      /  u  du\ 

m»  —  1  \  X  dx) 

r»  mE      /  dxi  u\ 

m*  —  1  \  d,c  x) 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (215),  elle  prend  la 
forme  : 


u        du  d    (  du  \ 

(-  +  —  =  -    [mx   T-  +  "  ) ■ 
X       ttx        dx  \         dx 


Il  csl  bon  de  bien  se  rendre  compte  «In  but  do  la  transfor-J 
malioii  que  nous  venons  d'opérer. 

L'équftiion  (213)  esl  absolumeiil  générale,  elle  est  applica-j 
ble  quelles  que  soiont  les  propriétés  élastiques  du  corps  qu'il  I 
obéisse  à  la  toi  de  Hooke  ou  non.  Mais  on  voit  qu'elle  conlioflll 
deux  inconnues  Rr  et  Ri  et,  comme  il  n'est  pas  possible  d'éla-l 
blir  une  autre  équation  entre  ces  deux  quantités  eu  se  bl 
sur  des  considérations  purement  mérauii]ues,  le  problème  esti 
et  demeure  indéterminé.  L'indétermination  cesse  dijs  qu'oO; 
introduit  nue  nouvelle  relation  baséu  sur  les  proprii^lés  élas-J 
tiquDs  du  corps.  Ainsi,  dans  lo  cas  qui  nous  occupe.  CD  nooSB 
basant  sur  la  loi  do  llooke.  nous  avons  ramené  le  probtëms^ 
à  la  di5teniiination  do  la  seule  inconnue  u. 

L'équation  précédente  s'écrit,   si    l'on  effectue    les  opérnJ 
lions  : 


.  +  -^  :7Z  —  «  = 


(216) 


C'est  \h.  une  équation  de  m^me  forme  que  celle  de  la  ligna 
méridienne  de  la  surface  élastique  d'une  plaque  circitlairi 
(formule  157).  Les  considérations  qui  nous  ont  amenés  daa< 
l'un  cl  l'autre  cas  à  ces  deux  équations  présentent  d'aîUean 
elles  aussi,  beaucoup  d'analogies.  II  suffit  de  faire  N  ^  i 
dans  l'équation  (IS7}  pour  la  rendre  identique  h.  l'éqnatioB 
(216).  L'intégrale  générale  §eradonc  de  la  niAmc  forme  : 


.B.T 


(217) 


11  faut  déterminer  maintenant  les  constantes  B  et  C.  NoŒ 
ne  pouvons  indiquer  de  conditions  aux  limites  pour»  ;  pa 
contre,  nous  savons  que  stir  la  face  interno  du  tube,  soit  poil 
x=  a,  Rr  =^  —  p  ;  tandis  que  pour  la  face  externe,  sa 
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pour  X  =  />,  Rr  =  o.  Calculons  d  abord  Rr,  en  tenant  compte 
de  la  valeur  trouvée  pour  Uy  il  vient  : 

^              mE  mEG 

Jn.r  =   r  o 


m  —  1  (m  +  1)  a;* 

pour  abréger  nous  écrirons  : 

Rr  =  B'—  ~  (218) 

En  utilisant  les  conditions  aux  limites,  nous  obtenons  les 
deux  équations  : 


d'où  : 


^  b*  —  a* 


(219) 


Nous  avons  donc  finalement  pour  ii  l'expression  : 

el  par  suile  : 

^     a'  (g'  -  &') 

^  g'  (X'  +  &')  ^      '^      ^ 

^  X»  {b^  —  a«) 

R<  et  Rr  croissent  lorsque  x  diminue,  l'intensité  des  actions 
moléculaires  atteint  donc  son  maximum  sur  la  face  interne 
du  tube.  Nous  trouvons  pour  le  travail  élastique  de  comparai- 
son qui  dépend  de  la  plus  grande  des  déformations  : 

,^l  =  E  (^£/  )        =  Ef  "") 

\      I  x=.a  \X/x-=a 


\  _. 
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OO.  TiibeA  fretté».  —  Lorsqu'un  tube  a  à  subir  une  pres- 
sion livs  oonsulérable,  coninio  le  cylindre  d'une  presse 
hydrauliijue  ou  un  canon,  Taugnientalion  de  l'épaisseur  des 
parois  ne  serl  plus  à  grand  chose,  car,  comme  le  montrent  les 
résultats  do  l'article  précédent,  les  couches  extérieures  ne 
travaillent  que  très  faiblement  et  ne  contribuent  par  suite  pas 
à  augmenter  sensiblement  la  résistance  de  l'enveloppe. 

On  arrive  à  une  meilleure  utilisation  de  la  matière  des 
parois  par  l'emploi  de  frettes.  Lefretlage  consiste  à  appliquer 
à  chaud,  sur  une  première  enveloppe  intérieure,  une  enveloppe 
dont  le  diamètre  est,  à  la  température  ordinaire,  légèrement 
inférieur  à  celui  de  l'enveloppe  intérieure.  Après  le  refroidis- 
sement, la  matière  se  trouve  par  suite  soumise  à  des  efforts 
latents  d'extension  dans  les  couches  extérieures  et  de  com- 
pression dans  les  couches  intérieures.  Lorsque  Tenveloppe  est 
soumise  à  une  pression  interne,  il  se  développe  dans  les  parois 
des  efforts  d'extension  qui,  dans  les  couches  intérieures,  neu- 
tralisent les  efforts  de  compression  latents,  tandis  qu'ils  s'ajou- 
tent, dans  les  couches  extérieures,  aux  efforts  d'extension  déjà 
existants.  On  obtient  donc  bien  une  utilisation  plus  uniforme 
de  la  matière  ;  naturellement  le  résultat  est  encore  meilleur 
si,  au  lieu  d'employer  une  seule  frette,  on  en  superpose  plu- 
sieurs. 

Nous  nous  bornerons  à  examiner  le  cas  le  plus  simple,  en 
traitant  directement  un  exemple  numérique.  Soient  a  =  10, 
h  =  15,  c  =  20  cm,  les  trois  rayons  à  considérer. 

Supposons  qu'à  lOOoJe  diamètre  intérieur  de  la  frette  ait  été 
exactement  égal  au  diamètre  initial  extérieur  du  tube  inté- 
rieur. 

Nous  allons  déterminer  d'abord  quelle  pression  la  frette 
exerce  sur  le  tube  intérieur  après  le  refroidissement  et  quelles 
sont  l(>s  actions  moléculaires  développées  dans  la  matière. 
Soit  oh  la  différence  entre  le  diamètre  intérieur  de  la  frette  et 
le  diamètre  extérieur  du  tube  intérieur  à  l'état  initial.  Si  nous 
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1 

prenons ^  comme  coefficient  de  dilatation,  nous  avons  : 

^  80000 

Affectons  de  l'indice  1  les  lettres  se  rapportant  à  la  frelte,  et 
de  rindice  2  celles  qui  se  rapportent  au  tube  intérieur.  Nous 
avons  pour  la  dilatation  u  d'après  rartîcleprécédent(éq.  217): 

C  C 

Wj  =  Bix  +  -  ;  w,  ==  Bjo;  +  -i .  (223) 

Il  faut  déterminer  les  quatre  constantes  B|.  B^,  C|,  Cj.  A 
cet  effet,  nous  utilisons  les  conditions  suivantes: 

R^=  0  pour  œ  =  a  e[  pour  œ  =  c^  puisque  Tenveloppe 
n'est  soumise  à  aucune  pression  ni  intérieure  ni  extérieure  ; 
pour  œ  =  b,  Rr  doit  prendre  la  même  valeur  pour  la  frette 
et  pour  le  tube  intérieur.  Enfin,  ?/,  et  m,  diffèrent,  pour  a:  =  6, 
d*une  quantité  connue  ob. 

On  a,  formule  (218)  : 

n  =  B  ,  —  ^,,        Brî,  =  B ,  —  ~  > 

où  B'„  C',,  B'„  C's  sont  définis  par  les  relations  : 

m  —  1  m  -f- 1 

Les  trois  premières  conditions  à  la  limite  donnent  les  rela- 
tions : 

B'.  -   I'  =  »  )      (22») 

Pour  établir  l'équation  représentant  la  quatrième  condition, 
il  faut  remarquer  que  la  frette  subit  certainement  une  dilata- 
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tion  et  qiui,  par  conséquent,  ?/,  est  positif;   tandis  que  le  lube 
int(Tieur  est  comprimé,  de  sorte  que  Wj  est  négatif.  A  la  limite 
des  deux  tubes,  la  somme  des  valeurs  absolues  de  //,  et  ?/♦  est 
évidemment  égale  t\  la  différence  initiale  o/>  des  rayons. 
On  a  donc  : 


M.=o-["'].=o=  ^'^ 


ou,  en  mellant  pour  les  quantilés  u  leurs  valeurs  : 

0  0 

Si  Ton  introduit  les  inconnues  B',,  etc.,  il  vient  : 

(,„  _  1)  (B',  _  B'.)  +  {m  +  1)  "V^'  =  '"^  ~b  '   ^^^^^ 

On  lire  des  quatre  équations  de  condition  précédentes  les 
valeurs  suivantes  : 


B.'=- 


c'  —  6«  Eib 


IV.  = 


c»  —  «'  ib 
6»  — «»  FJb 


^:         C,'  = 


—  a' 


c«  -  b^  E^b 


7«  —  fl«    26 


b^  -  g»  FJfj 
c'  —  a*  26 


(226) 


et  par  suite  : 


B.=- 


{c'—b*){m—i)ib 


B, 


2  (c*       «*)  ;w6 
,(c«— 65)(m+l)f?6 

—  flj    ; ; ^ 

2  (r*  — a')  m6 
(6»  —  (i«)(?n  — i)  ^6 
2  (c*  -  ««)  w6 


(227> 


2  (c*  —  a')  w6 


£]nintroduisantles  valeurs  numériques  adoptées,  et  en  pre- 


nant m  =  —  et  E  =  25  X  10^  kg.  par  cm*  (acier  coulé),  on 

«5 

trouve  : 

B,'  =  —  9H  kg.  par  cm',  C,'=  —  91100  kg. 
B,'  =      651  kg.  par  cm',  C,'  =       260400  kg. 
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B,  =  —  23SX10-*.  C,  =—    47iXlO-*cDi-'. 
It,  —       182X  10-».f:,=       i35l  X  10-*  cm'. 

Soil  Ri,  la  pressiou  qu'ext-rcc  la  frelle  siir  le  lube  inlériour  ; 
f  uous  avons  : 


Ri  =  B',-f-'  =  - 


aiMC-"') 


(228) 


-911- 


il5 


=  —  306  kg.  p.  cm' 


On  peul,  en  se  servant  de  la  formule  (221),  calculer  les 
lefTorls  Rr  el  Ri  en  un  poinl  quelconque  de  la  paroi,  en  ayant 
Ifioin  lie  remplacer  dans  ct'llo  formule  les  quantités  a  ei  6,  par 
mb  cl  r,  el  p  par  Rb.si  le  poinl  considéré  fait  parlic  de  la  frelle. 
iCalculons  le  Iravaîl  élastique  de  comparaison  pour  la  paroi 
untérieure  du  lube  et  pour  la  surface  intérieure  de  la  frelle  ; 
foons  avons  : 

=;  —  i  .820  kg.  par  cm'  ; 

^+  1.9tiO  kgf.  par  cm'. 

Supposons  raainlenanl  que  ce  tube  soit  soumis  à  une  pres- 
[ftion  intérieure  considérable  :  prenons /^  =  â.000  kg:,  par  cm', 
lolte  pression  détermine  de  nouvelles  déformalions  élastiques 
'qui  s'ajoutent  aux  déformations  déjà  existantes.  Nous  suppo' 
■serons  que  la  limite  de  proportionnalité  n'est  pas  dépassiJo. 
Ipourcalcnlerleseiïortsque  détermine  la  pression /j,  nous  pou> 
[vons  envisager  le  lube  comme  s'il  était  formé  d'une  seule 
Bpièceet  par  suite  appliquer  direclemunt  les  formules  de  l'arti- 
Erlo  précéd'Mit.  Il  suflil  de  calculer  le  travail  lîlaslique  de  coni- 
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paraison  pour  les  faces  inléricuros  Ho  la  frelteet  du  tube  inté- 
rieur, puisque  ce  travail  esl  partout  ailleurs  plus  faible.  Nous 
avons  trouvé  précédemmenl  pour  un  poinl  quelconque^  distant 
de  ,x'de  Taxe  : 

Nous  devons  maintenant  remplacer  h  par  c,  diamètre  exté- 
rieur du  tube,  nous  trouvons  : 

pour  j:  =  10  cm.        ^  =  4-3.930  kg.  parcm*. 
»     »f=15cm.        .•^  =  4-2.010     »      »      ». 

Ce  travail  élastique  vient  s'ajouter  à  celui  que  nous  avons 
calcuir^  précédemment,  de  sorte  que  le  travail  élastique  de  la 
matière  est  : 

sur  la  face  intérieure  du  tube  : 

—  1.820  +  3.930  =  2.H0kg.  par  cm*; 
sur  la  face  intérieure  de  la  frette  : 

4-1,960+2.040  =  3.970    »      »      ». 

Dans  le  cas  particulier,  la  matière  du  tube  intérieur  est 
beaucoup  soulagée  par  Tapplication  de  la  frette^  par  con- 
tre, le  travail  élastiffue  sur  la  face  interne  de  cette  dernière 
est  trop  considérable.  Nous  avons  choisi  SA  trop  grand,  il  fau- 
drait recommencer  le  calcul  avec  une  valeur  plus  petite 
pour  o/>;  la  solution  la  plus  avantageuse  serait  naturellement 
de  choisir  Zh  de  telle  sorte  que  le  travail  élastique  soit  le 
môme  dans  la  frette  et  dans  le  tube  intérieur. 

Le  calcul  précédent  s*applique  sans  grandes  modifications 
au  cas  où  un  cylindre  creux  est  monté  à  chaud  sur  un  cylindre 
plein.  Il  suffit  de  faire  a=o  dans  les  formules  précédentes. 

Ce  cas  se  présente  dans  la  pratique  :  on  a  quelquefois  à  cal- 
culer la  diiïérence  o/>  qu'il  faut  prévoir  entre  le  diamètre  d'un 
arbre  et  Talésage  d'une  manivelle  que  Ton  veut  monter  à  chaud 
sur  Tarbre,  pour  que  le  travail  élastique  de  la  matière  ne 
dépasse  pas  les  limites  permises. 
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Il  est  bien  entendu  naturelloment  que  tous  les  développe- 
ments précédents  n'ont  de  valeur  qu'autant  que  la  limite 
d'élasticité  de  la  matière  n'est  pas  dépassée. 
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Exercice  37.  ~  Une  membrane  flexible ^  tendue  sur  un  ori- 
fice circulaire^  est  soumise  sur  une  de  ses  faces  à  une  pression  p 
par  unité  de  surface.  Déterminer  la  déformation  de  la  mem- 
brane et  les  tensions  développées  dans  cette  dernière. 

Solution.  —  Le  plan  médian  prend  dans  la  déformation  la 
forme  d'une  calotte  sphérique  dont  la  hauteur  /est  relativement 
petite,  comparée  au  rayon  r  de  Touverture.  Soit/,  le  rayon  de 
la  calotte,  on  a  : 

d^où,  en  négligeant  le  terme  /*  devant  les  autres  : 


r« 


/       -2^* 

Soit  ^  Tangle  au  centre  qui  correspond  k  Parc  méridien  de 
la  calotte,  ;•'  étant  très  grand,  ç  sera  très  petit;  ou  aura 
donc  : 

r^=>r  sin ^  =  r'cp 
et  par  suite 

La  longueur  de  Tare  méridien  de  la  calotte  est  R'^,  avant  la 
déformation  cette  longueur  était  égale  à  /*,  soit  à  R  sin  '^.  Ici 
nous  ne  pouvons  plus  poser  approximativement  sin  9  =  7, 
parce  qu'il  s'agit  précisément  de  calculer  la  dilatation  de  la 
membrane, cest-à-dire  une  quantité  du  même  ordre  de  gran- 
deur que  la  différence  entre  sin  9  et  <p.  Soit  £,  cette  dilatation, 
on  a: 


vt 


m 
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r'9>  —  r  sin  y       y  —  sin  y 

ei,  si  l'on  développe  sin  9  en  série,  eu  ne  tenant  compte  que 
des  deux  premiers  termes  : 

£  =  ?!. 

6 
On  trouve  par  suite  : 

D*autre  part,  les  actions  moléculaires  doivent  faire  équilibre 
aux  pressions  qui  agissent  sur  la  membrane.  Nous  pouvons 
employer  ici  la  formule  (201),  car  il  est  évidemment  indiBérent 
que  la  calotte  considérée  fasse  partie  d'une  sphère  entière  ou 
non.  Nous  avons  donc  la  relation  : 

en  égalant  les  deux  valeurs  trouvées  pour  R  et  en  multipliant 
de  chaque  côté  par  ?,  il  vient  : 

pr      E^' 

à'oh  _ 

En  substituant  dans  les  valeurs  de  /et  R,  nous  avons  : 


V    24A« 


24A' 

La  solution  n'est  pas  rigoureusement  exacte,  car  R  ne  dépend 
pas  seulement  de  la  dilatation  t  dansie  sens  du  méridien,  mais 
aussi  de  celle  qui  se  produit  dans  le  sens  des  parallèles.  Or,  il 
ne  nous  est  pas  possible  d*en  rien  dire,  si  ce  n  est  que  cette 
dilatation  est  nulle  sur  le  pourtour  de  la  membrane.  Il  n'est  pas 
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abBolitmenl  cerlain  non  plus  que  eail  la  mËmc  valeur  en  Ions 
les  points  de  la  surface,  comme  nous  l'avons  admis. 

Le  calcul  précédent  est  cepeudanl  d'une  esacliludc  .'-uFli- 
sanle  pour  les  applicaliotis. 

Exercice  3S.  —  Vne  cnvelo/ipe  à  parois  minces  a  ht  j'urmn 
tTun  ellipsoïde  de  rêoolulion.  Elle  est  soumise  à  une  pression 
hydrostatii^ue  interne.  Etudier  l'étal  élastique  des  parois. 

Remarque.  —  Un  ellipsoïde  el  en  général  toule  surface  fer- 
mée donl  la  courbure  n'est  en  aucun  point  infinie  (c'est-à-dire 
pour  laquelle  les  rayons  do  courbure  principaux  ne  sont  en 
aucun  point  inlinimenl  grands)  est  capable  de  résister  à  une 
pression  interne  ou  externe,  même  lorsque  les  parois  sont 
assez  minces  pour  ne  pouvoir  opposer  une  résistance  sensible 
&  la  flexion.  11  n'en  est  en  général  pas  de  même  lorsque  la 
courbure  devient  inlinie  comme,  par  exemple,  dans  le  cas 
d'une  enveloppe  cylindrique. 

Solution.  —  Faisons  une  section  suivant  un  parallèle  de 
Tellipsolde  c'est-à-dire  perpendiculairement  à  l'axe  de  rota- 
tion, et  considérons  la  calotte  ainsi  déltmilée.  Par  raison  de 
symétrie,  les  actions  moléculaires  R(,  qui  sont  dirigées  selon 
les  tangentes  aux  méridiens,  ont  la  même  valeur  sur  toute  la 
circonférence  du  parallj;le  considéré.  Soit  <f  l'angle  que  forme 
avec  l'axe  de  rotation  la  tangente  au  méridien,  sur  le  parallèle 
considéré  ;  on  a  évidemment  la  condition  : 
2R|  îur/tcosf  :=TW:'/), 

A  désignant  l'épaisseur  des  parois,  el  x  le  rayon  du  parallèle. 
Nous  en  déduisons  : 

iti  ces  f 

Jusqu'ici,  la  méthode   est   absolument  analogue  à  celle 

employée  dans  le  cas  de  la  splière.  Pour  calculer  les  tensions 

Rr.par  contre,  il  ne  suffit  plus  de  considérer  l'une  des  moitiés 

de  l'enveloppe,  car  on  ne  connaît  pas  laloi  de  répartition  de  ces 
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actions  ninlàcul&iros  le  long  d'un  même  inéridiuii  Pour  arri-l 
ver  ati  but,  considéroriH  un  élémenl  île  lu  paroi  coiTi|ins  eulroîl 
deux  sections  oi^ridiuimes  formaîil  oiilrn  files  l'angle  dx  etï 
doux  sections  pnrallMes  distantes  de  (/^  I'uqr  deraulro. 

Les  forces  qui  egissunt  sur  cet  (ilénu-nl  sont  :  sur  les  faces] 
latérales,  tes  tension»  R(  et  Rr  ;  sur  ta  face  înlerne,  la  près*] 
sien  du  liquide. 

C^H  forces  se  font  «^([tiilibre  ;  nous  allons  donc  exprimer  lai 
■condition  que  la  somme  Ho  leurs  composantes  iliri^écs  dans  loi 
snns  du  rayon  du  parallèle  est  null(:>,  car  nous  oous  somin 
d^jà  servi  do  IVqualion  exprimant  que  la  somme  des  coiupo-j 
santés  parallèles  à  l'ate  de  rotation  est  nulle,  pour  cb)ou-<« 
Itfr  Rr 

Soit  fis  rélèmt^nt  de  méridien  correspondant  it  l'élémeoU 
superficiel  considéré.  Les  forces  Rn  qui  agissent  dans  Ie»»ec"l 
lions  méridiennes,  donnent  pour  composante  dans  le  sens  du] 
rayon  une  force  d'intensité 

dirigée  de  l'exIiVieur  vers  l'intérieur.  Le»  forces  Rt  qui  a^pfr 
sent  dans  la  section  parullële  supérieure  (do  ravoii  -c),  donoonltl 
une  composante  d'intensité  é^alc  h.  : 

Ri  A  X  (fxtfa.  sin  tp 

dirigée  vers  le  centre,  tandis  que  la  composante  des  forces  RiJ 
qui  agissent  sur  le  parallèle  inférieur  est  dirigée  vers  Texte- T 
rieur.  La  dilTérence  entre  celte  force  et  la  précédente  qu^il  I 
convient  de  considérer  seule,  puisque  les  forces  sont  ilo  sens  1 
contraire,  est  évidemmuut  lîgale  fi  ; 

—  (R(  X  sin  ç)  A  rfa  rfj, 

et  repréKente  une  force  dirigée  vers  l'extérieur. 

EnlÎM.  lu  pression  hydrostatique  fournit  une  composante 
d'intensité 

p  xdxds  cos  f  ^  —  pxdy  du 
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dirigée  vnre  restérieiir.  L'équation  exprimant  la  condition 
d'équilibre  s'tJcrit  donc  IJualcmenl,  si  nous  divisons  les  valeurs 
qne  nous  venons  de  calculer  par  r/,£  '/x,  cl  si  nous  remplaçons 
R(  par  la  valeur  trouvée  : 


La  seule  inconnue  de  cette  équation  est    Rr  ;    pour  /^f 
(lu 
lous  pouvons  (écrire —  —  ,  quantité  q 

:uii?  Il  l'aide  de  l'équation  de  l'ellipse 


nous  pouvons  (écrire  —  —  ,  quantité  qui, ainsi  que^  ,  se  cal- 


£n  substituant  dans  l'équation  ci-dessus,  on  obtient  Rr  en 
fonction  de  .i.\ 


E-eerficfi  3!).  —  fnt/iquer  la  marche  du  calcul  de*  action* 
moléeulairpt  (jui  se  diJvflojipent  soits  {'hiflttencp  d'une prcnion 
hydro-^taiique  interne,  dans  une  pnvploppu  à  parois  minces 
affectant  la  forme  d'un  tore, 

Soltition.  —  Uno  section  mm  (lîg-.  59),  perpi-ndiculaire  à 
l'aso  de  rotation,  coupe  les  parois  de  l'enveloppe  suivant  deux 
circonférences.  Il  est  évident  que.  par  raison  de  symétrie,  les 
acliuus  moli'cnlaires  Ri  onl,  le  long  de  chacune  de  ces  circon- 
férences, une  valeur  constante  ;  mais  il  est  certain,  d'autre 
part,  que  celle  valeur  n'est  pas  la  même  pour  les  deux  cir- 
oonférences.  Il  ne  sufiit  donc  plus  ici,  comme  c'était  le  cas 
dons  l'exemple  précédent,  de  considérer  simplement  l'une  des 
parties  de  la  surface,  limitée  par  la  section  mm.  Coupons  le 
tore  par  un  cylindre  /tn  et  considérons  l'une  des  portions  de 
surface  du  loro  limiLéos  par  les  sections  «i  m  eln».  Celte  partie- 
de  la  surface  est  en  équilibre  ;  donc,  en  particulier,  la  somme 
des  composantes  verticales  des  forces  qui  lui  sont  appliquées 
dtiit  être  nulle.  Les  actions  moléculaires  qui  agissent  dans  les 
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sections  déicrminées  par  le  cylindre /i  n  sonl  horizontales  ; 
elles  ne  figureront  par  suite  pas  dans  Téquation  exprimant 


nh 


1 

Fig.  59. 
La  lettre  <r  de  la  figure  correspond  à  la  notation  R  du  texte. 


la  condition  ci-dessus.  Cette  équation  ne  contiendra  donc  que  la 
seule  inconnue  R/. 

On  a,  par  exemple,  pour  la  partie  de  tore  située  au-dessus 
de  mm  et  en  dehors  de  nn,  en  tenant  compte  des  notations 
indiquées  dans  la  figure  et  en  désignant  par  h  Tépaisseur  des 
parois  : 

R/  2tc  {x  +  a)  h  cos  ^  =/>7:  Ua  +a?)*  —  a*)j  î 
d*où,  si  l'on  remarque  que  cos  ^  =  -, 


R/=/> 


r  (2a  +  ^) 
A(2a+tr) 


On  déterminerait  ensuite  Rr  en  considérant  l'équilibre  d*un 
élément  superficiel  infiniment  petit,  selon  la  même  méthode 
que  celle  employée  dans  Texercice  précédent. 
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Exercice  iO.  —  Quelle  épaisseur  faut-il  donner  à  un  tuhe 
I  à  feu  de  chaudière  de  80  cm.  de  diamètre,  la  pression  exté- 
rieure étant  de  10  A'jr.  par  cm*,  et  le  coefficient  de  sécurité 
égal  rt  5  ? 

Solution.  La  pression  critique  esl  {éq.  212)  : 


E  //,\' 
P''=Ar)- 


Nous  avons  h.  prendre  ici  p^  ^=  50  kg  par  cm*,  puisqu'il 
faut  prendre  un  coefficient  de  sécurité  =  ^',  r  :^  40  cm,  el 
E=2XlO'  kg.  par  cm' {tôle  de  fer).  En  résolvant  par  rapport 
à  h,  nous  trouvons  : 


V'?='"\/^ 


=  1,836  cm. 


2X  lii' 

Si  l'un  voulait  employer  une  l6le  de  moindre  épaisseur, 

'  il  faudrait  renforcer  les  purois  du  tube  à  l'aide  d'anneau\  de 

fer.  de  telle  façon  que  le  moment  d'inertie  résultant  soit  égal 

à  celui  auquel  correspond  la  valeur  de  h   donnée  par  la  for- 


Exereice  11,  —  Etendre  le  calcul  de  l'article  89,  qui  se  rap- 
porte aux  enveloppes  cylindriques  à  parois  épaisses,  an  cas 
dune  enveloppe  sphériqite. 

Solution.  Supposons  que  la  figure  57  représente  maintenant 
la  section  d'une  sphère  creuse  faite  suivant  un  plan  diamétral. 
Los  relations  (212)  et  (âi3)  ne  sont  pas  modifiées.  L'élément 
du  volume  que  nous  considérons  est  maintenant  limité  par 
I  deux  sphères  concentriques  de  rayon  j"  et  j;  +d.r  et  par  deur 
cdnes  coaxiaux  dont  les  génératrices  respectives  comprennent 
entre  elle»  Tangle  d%. 

La  composante  des  actions  moléculaires  Ri  dans  le  seas  du 
I  ravon  esl  ; 


-X  dx  rf»'  ; 
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tandis  que  la  résultante  totale  des  actions  molécolaires  Rr  qui 
ag^issent  sur  les  deux  surfaces  sphériques  est  égale  à  : 

4  dx^ 


-{x'Vlr}  dx  fia.*. 


Nous  obletions  donc  ici,  au  lieu  de  l'équation  (215),  la  rela- 
tion : 


R(^  =  i 


dx 


Il  faut  maintenant  exprimer  les  inconuues  Ri  et  Rr  en 
fonction  de  la  dilatation  u  ;  nous  avons  dans  lu  cas  parti- 
culier ; 

"=î(«'-^')- 

£n  effet,  dans  ce  cas,  l'état  élastique  est  triple,  et,  de  plus, 
deux  des  actions  moléculaires  principales  sont  éf^tes  &  Ri. 
Nous  tirons  de  ces  relations  : 

Rt  =  -.  rniei-t-ïrl. 

m«  — m  — î  L      '    '     '^J' 

R'  =  sr^^,  [("'-') -+24 

et,  en  tenant  compte  de  (213)  et  (214;  : 

R(  = m  -  +-r\, 

m'  —  m  —  2  ].     X         dxy 

Rr  =  — 1    (m  —  1)  —  H 1  • 

m'~m  —  iV  '  dx         xi 

Si  l'on  introduit  ces  valeurs  dans  l'équalion  différentielle 
trouvée  plus  haut,  celle-ci  s'écrit,  toutes  réductions  faites  : 


L'intégrale  f^éiiérale  de  celte  équation  est  do  la  forme: 


^: 
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d'où  résulte 

Rr- 

mE 

fm     1      n   R 

m*  —  m- 

-2  L^            Ij  o- 

mE 

^             2mEC 

2C 


(m  — 2)  {m  +  i)x* 

Si  la  pression  hydrostatique  est  intérieure  (pour  une  pres- 
sion extérieure  le  calcul  serait  absolument  analogue)^  on  a  : 

Ry  =  0  pour  X  :^  b  elRr  =  —  p  pour  œ  =  a; 

donc  : 

B  2C 

m  — 2  ' 
B 


m  —  2 


d'où 


B 


C  = 


(m  +  1)  6»          ' 

2G 

P 

(m  +  i)  a> 

mÊ' 

m  —  2       a'      /) 
m      6»  -  a>  E 

m  +  i      a*6'    /) 

2m     6»  -  a»  E 

On  opérera  ensuite  exactement  de  la  même  manière  qu*à 
Tarticle  89. 


•  _ 


CHAPITRE  NEUVIÈME 
TORSION 


91.  Prisme  de  section  circulaire.  —  93.  Prisme  de  section  elliptique.  — 
I.  Prismes  de  section  rectangulaire.  —  9i.  Calcul  des  ressorts  h  boudins. 
Bxerdcet  n"»  Xi  à  44. 


91.  Pri«m«n  dr  «eclion  circulaire.  — Lorsque  la  sec- 
lion  du  jirisme  est  circulaire,  on  peut  conclure  a  priori  i\\i6 
les  points  appartenant  à  une  même  seclion  se  trouveront 
encore,  après  la  déformation,  contenus  dans  un  plan  perpen- 
diculaire &  l'axe.  En  efTet,  à  cause  delà  symétrie,  la  seclion 
transversale  ne  pourrait  se  transformer  qu'en  une  surface  de 
révolution  ;  or,  il  n'existe  pas  de  raisons  pour  que  cette  sur- 
face tourne  sa  concavité  d'un  c6té  plutôt  que  du  cAlé  opposé  ; 
Dolre  sentiment  de  la  symétrie  tend  à  nous  faire  admettre 
qae  le  renversement  du  sens  de  la  torsion  ne  doit  pas  avoir 
d'influence  sur  la  forme  de  la  surface  déformée  ;  il  faut  donc 
que  les  sections  transversales  demeurent  planes  dans  la 
déformation.  Celte  déduction  est  du  reste  absolument  confîr- 
mée  tant  par  la  théorie  que  par  les  résultats  d'expériences. 
On  admettait  anciennement,  pour  la  torsion,  comme  pour  la 
fiesion,  que  les  sections  transversales  demeurent  planes  dans 
)a  déformation,  quelle  que  soit  leur  forme.  Cette  hypothèse 
est  parfaitement  inexacte  :  les  sections  qui  ne  sont  pas  cîr- 
cnlaires  ne  demeurent  pas  planes,  ainsi  que  le  prouvent  soit 
la  théorie,  soil  les  eipériences. 


"^!^ 


3U  CHAPITRE  IX 

Les  fibres  parallèles  à  Taxe  longitudinal  à  l'origine  se  trans- 
forment en  hélices  dans  la  déformation.  Considérons  deux 
rayons  parallèles  entre  eux,  tracés  dans  deux  sections  trans- 
versales (listantes  de  /  l'une  de  Taulre  ;  après  la  déformation, 
ces  deux  rayons  forment  entre  eux  un  certain  angle,  Patigle 
(le  fo  raton. 

Soit  A?  cet  angle,  la  torsion  relative  de  deux  sections  trans- 
versales, distantes  d'une  quantité  infiniment  petite  dx  Tune 
de  Tautre,  est  : 

.     dœ 

Les  hélices  dont  nous  venons  de  parler  forment  un  angle 
aigu  avec  les  sections  transversales,  tandis  que  dans  leur  état 
primitif  les  fibres  étaient  perpendiculaires  à  ces  sections.  Une 
déformation  semblable  est  corrélative  d'une  action  molécu- 
laire tangentielle  S  que  nous  allons  calculer. 

Considérons  une  fibre  élémentaire  distante  de  r  de  Taxe 
longitudinal  ;  le  déplacement  relatif  des  deux  extrémités  de 
cette  fibre  dans  la  déformation  est  évidemment  égal  à  r  multi- 
plié par  Tangle  de  torsion,  donc  à 

.     dx 
rAcp  —  • 

L'angle  droit,  que  la  fibre  considérée  formait  avant  la 
déformation  avec  le  plan  de  la  section  transversale,  subit  de 
ce  fait  une  variation  y.  Le  produit  ydx  représente,  lui  aussi, 
le  déplacement  relatif  des  extrémités  de  la  fibre^  nous  pouvons 
par  suite  écrire  : 

dx 

d^oix  nous  tirons  : 

D'après  la  loi  de  Télasticité,  nous  trouvons  Taction  molécu- 
laire corrélative  de  la  distorsion  y  en  multipliant  cette  quan- 
tité par  le  coefficient  d'élasticité  transversale,  donc  : 


s- 


:(1-^ 


Grip 


(229) 


5  tsl  dirigé,  coniiiu'  la  déformation,  perpondiculiiirE'mctil  au 
rayon. 

Jja  formule  (229.1  montre  que  les  actions  moléculaires  S 
sont  réparties  linéairement  sur  ]a  surface  ;  cUes  varient  prn- 
portionDellemcnt  au  rayon  r.  S  atteint  sa  plus  grande  valeur 

6  la  périphérie  de  la  section  et  s'annule  au  centre.  Soient  a  le 
rayon  de  la  section.  S' la  valeur  con-pspondanle  di'  S.  nous 
avons,  d'après  (229)  : 


(230) 


Elablisiions    maintenant    la  relation  qui  exprime  que    les 
actions  moléculaires  développées  dans  une  section  transver- 
sale doivent  se   réduire   à   un   couple  qui  fasse  équilibre  au 
ion.  Désignons  ce  moment  par  M,  nous  pou- 


moment  il 
Tons  écrir 


M^ 


=  jSr'/F  =  ~  fr'f/F; 


l'intégrale  n'est  autre  chose   que  le  moment  d'inertie  polaire 
1p  de  la  section,  donc  : 

S-=^,  (231) 


00,  si  l'on  remplace  Ip  par  sa  vak'ur  - 


(232) 


Comme  on  le  voit,  Informulé  (231)  est  de  la  même  forme  que 
celle  que  nous  avons  trouvée  pour  le  calcul  des  eiïoris  de 
Sexioii  ;  mais,  taudis  que  celle  dernière  est  généiale,  la  for- 

buie  (231}  ne  s'applique  qu'aux  sections  circulaires.  Il  est 
pane  préférable  de  ne  pas  la  laisser  sous  cette  forme  cl  do 

mbslituer  immédiatement  la  valeur  de  Ip,  comme  nous  l'avons 
lait  dans  la  formule  (232). 


àf  = 
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équation 

(229),  tioQs  trouvons 

S(        S7 
Gr"Ga 

3H/ 

(S33) 


La  seule  extension  possible  des  formules  préci^rfetites  est 
leur  applicalion  ou  cas  des  prismes  de  section  annulaire.  S9 
ri  et  A  désignent  les  rayons  de  l'anneau  (a>  â),  nous  obteJ 
nous  : 

S'=- 


Af=- 


3Ma 

nu 

(«'-6')G' 


B9.  Priamea  de  •ectlon  elliptique,  —  On  reCOnnaSl 
immédialemenl  que  les  sections  transversales  ne  demeurenfl 
pas  planes  dans  la  déformation  :  si  cela  était,  nous  pourrionfl 
appliquer  sans  changement  les  considérations  de  l'article  jir&f 
cédeiiL  et  nous  arriverions  au  résultat  que  l'aclion  niDlécn4 
laire  S  est  en  chaque  point  perpendiculaire  au  vecteur  qui 
joint  le  point  considéré  au  centre  de  la  section.  Or,  cettfl 
conclusion  serait  fausse  :  sur  le  pourtour,  en  vertu  des  équa'fl 
lions  générales  de  l'équilibre,  les  actions  moléculaires  S  oq 
peuvent  avoir  do  composante  normale  au  contour  de  la 
tion  ;  elles  sont  nécessairement  dirigées  selon  la  langeotd 
C'est  là  une  remarque  importante,  qu'il  y  a  lieu  de  ne  pas  pen 
dre  de  vue  dans  tous  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  la  ton 
aion  des  prismes.  Naturellement,  elle  n'est  exacte  que  si  ]■ 
prisme  est  absolument  libre  à  sa  périphérie  ;  si,  par  exemple] 
il  se  trouve  en  contact  avec  d'autres  corps,  de  sorte  que  dfl| 
réactions  et  des  efforts  de  froLlemenl  se  produisent,  les  acliooj 
moléculaires  peuvent  avoir  des  composantes  perpendiculaire^ 
à  la  périphérie.  Nous  ferons  abstraction  de  ces  cas  parliou^ 
liers.  Les  résultais  auxquels  nous  arriverons  ne  seront  dona 
pas  partout  applicables  ;  par  exemple,  ils  ne  seront  pas  val&a 
blés  pour  l'extrémité  d'un  prisme  qui  est  encastrée  dans  anfl 
machine  d'essais. 
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Soit  : 


y 


a» 


^s=^ 


Téqualion  de  l'ellipse  qui  limite  la  section  transversale  du 
prisme  (fig.  60).  Pour  le  point  y^  z,  on  a  la  relation  : 

Sxy        dy  aK  ' 


(234) 


Fig.  60 
La  lettre  r  de  la  figure  correspond  à  la  notation  S  du  texte. 

puisque  S  doit  être  tangente  au  contour  de  la  section.  Cette 
équation  de  condition  est  satisfaite  si  Ton  pose  : 

Sa:y  =  Aa'z,         ^xz  =  —  kb*y.  (235) 

Pour  procéder  d'une  fa(;on  rigoureuse,  il  faudrait  évidemment 
considérer  d'abord  k  comme  une  fonclion  à'y  et  de  z.  Comme 
nous  nous  proposons  simplement  d'établir  une  théorie  élé- 
mentaire, nous  ne  déterminerons  pas  cette  fonction  ;  nous 
admettrons  arbitrairement  que  k  est  une  constante.  En  réa- 
lité, cette  supposition  est  pleinement  confirmée  par  la  théorie 
mathématique.  A  supposer,  du  reste,  que  ce  fait  nous  fAt 


V 


^ 
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inconnu,  il  suffirait,  pour  justillor  notre  hypothèse,  que  les 
résultais  qui  en  découlent  fussent  d'accord  avec  ceux  de  Tex- 
périeïice.  Il  convient  même  d'ajouter  que  celte  concordance 
avec  les  résultats  de  la  pratique  est  une  plus  forte  preuve  à 
l'appui  de  la  supposition  faite  que  sa  conlirmation  par  la 
théorie  mathématique.  Il  est  certain,  par  exemple,  que  l'an- 
cienne hypothèse  des  sections  restant  planes  dans  la  dt^for- 
malion  a  été  abandonnée  bien  plus  parce  qu'elle  conduit  à 
des  résultats  en-  désaccord  complet  avec  ceux  de  la  pratique 
que  parce  qu'elle  est  formellement  contredite  par  la  théorie 
mathématique.  Nous  croyons  même  que  cette  dernière  raison 
seule  n'eut  pas  suffit  à  la  faire  rejeter. 

Si  l'on  suppose  /c  constant,  on  voit  que  S  croit,  le  long  d'un 
vecteur  partant  du  centre,  proportionnellement  avec  la  dis- 
tance du  point  considéré  au  centre.  Pour  des  points  situés  sur 
des  vecteurs  différents,  à  égales  distances  du  centre  S  prend 
différentes  valeurs  et  forme  des  angles  différents  avec  les  vec- 
teurs correspondants. 

Il  faut  délerminer  la  valeur  de  la  constante  A:.  Celle-ci  dépend 
naturdlenient  de  la  valeur  du  moment  de  torsion.  Si  nous 
prenons  le  rentre  de  la  section  comme  pôle,  le  moment  statique 
de  Taclion  moléculaire  S  qui  agit  en  un  point  donné  est  : 

SxyzdF  —  Sjciyr/F  ; 

la  somme  de  tous  les  moments  semblables  est  égale  à  M,  nous 
avons  donc,  en  tenant  compte  de  (235)  : 

M  =  ka'  fz'dF  +  Ab'  TyWF.  (236) 

Les  intégrales  du  membre  de  droite,  qui  s'étendent  à  toute 
la  section  transversale,  sont  les  moments  d'inertie  principaux 
de  celle-ci.  Nous  avons  trouvé  précédemment  (art.  45)  : 

jy\l¥=  —,       Jz'dF  =  -^, 
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substiluant  dans  (230)  el  résolvant  par  rapport  à  A-,  nous  obte* 
nons  : 

Nous  pouvons  donc  calculer  maintenant  la  valeur  de  S 
pour  chaque  point  de  la  section.  Cherchons  à  déterminer 
Tendroit  où  S  atteint  sa  plus  grande  valeur;  cet  endroit  est 
certainement  situé  sur  la  périphérie,  puisque  S  croit  propor- 
tionnellement à  la  distance  du  point  considéré  au  centre.  A 
première  vue,  on  pourrait  supposer  que  le  maximum  de  S 
se  produit  aux  extrémités  du  grand  axe  ;  c'est  là  du  reste  lo 
résultat  auquel  on  arrivait  selon  Tancienne  théorie. 

Il  n'en  est  toutefois  rien.  Nous  avons  : 

et  comme  nous  ne  considérons  que  le  pourtour  de  la  section, 
nous  pouvons  écrire,  en  tenant  compte  de  Téquation  de 
l'ellipse  : 

Si  A  >  û,  comme  dans  la  ligure  (60),  S"  sera  maximum  en 
même  temps  qu'y.  Or,  la  plus  grande  valeur  de  y  est  a^  donc 
Faction  moh»culaire  maximum  se  produit  à  l'extrémité  du  petit 
axe.  Nous  trouvons  : 

ou,  en  mettant  pour  k  sa  valeur  (^ formule  237)  : 

Sm//x  =  — r,  •  (238) 

T.ab 

A  l'extrémité  du  grand  axe,  c'est-à-dire  pour  y  =  o, 

S  =  kah  =  — -  • 
Cette  valeur  est  a  \  h  fois  plus  petite  que  Smuut. 

9S.  Prismes  de  seelion  rectauf^ulnire.  —  Nous  allons 


;^j- 


-''^ç 
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établir  également  une  théorie  approchée  pour  les  prismes  de 
section  rectangulaire  ;  seulement,  tandis  que  dans  le  cas  pré- 
cédent les  résultats  de  la  théorie  approchée  concordent  abso- 
lument avec  ceux  obtenus  à  Taide  de  la  théorie  mathématique, 
il  n'en  sera  plus  de  même  ici  :  les  résultats  que  nous  obtien- 
drons ne  seront  qu'approchés. 

Considérons  d'abord  les  propriétés  de  la  section  provenant 
de  la  symétrie.  Si  la  direction  des  actions  Sxy  et  Sxzy  qui  agis- 
sent sur  un  élément  superficiel  de  la  section  situé  dans  le 
premier  quadrant,  sont  celles  qui  sont  indiquées  dans  la  fig. 
(61)9  les  actions  moléculaires  qui  agissent  sur  les  éléments 


I 


— r 


Fig.  61. 
La  lettre  t  de  la  figure  correspond  à  la  notation  S  du  texte. 


correspondants  des  trois  autres  quadrants  doivent  nécessaire* 
ment  avoir  la  direction  indiquée  dans  la  figure  ;  en  effet,  la 
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■orsion  ayant  lieu  dans  le  même  sens  pour  les  quatre  quadranls, 
Be  moment  des  aclions  moléculaires  doit  avoir  partout  le  mâmc 
Mens  par  rapport  au  centre  de  la  section.  De  plus,  il  est  certain 
,  par  raison  de  symétrie,  les  actions  moléculaires  qui 
Agissent  sur  deux  éléments  superficiels  situés  à  égale  diâtaoce 
|de  pari  el  d'autre  d'un  axe  de  symétrie,  sont  égales  en  valeur 
fabsolue.  Nous  pouvons  exprimer  les  deux  conditions  précé- 
Identes  en  disant  que  Sj-j,  est  certainement  une  fonction  paire 
Wà'tf  et  impaire  de  ;,  tandis  qu'inversement  Si;  est  impaire  par 
[rapport  A  y  et  paire  par  rapport  à  z. 

Une  répartition  linéaire  des  actions  moléculaires  est  certai- 
Inemenl  impossible,  puisque  Sxi;.  par  exemple,  doit  s'annuler 
■pour  T  =^  a  el  au  centre  de  la  section.  Nous  voulons,  d'autre 
Kpart,  tout  en  tenant  compte  de  ces  conditions,  admettre  la 
Eloi   de   répartition  la   plus  simple  possible.  Nous  supposerons 

■  d'abord  que  cette  loi  peut  être  exprimée  par  une  fonction  algé- 
■brique  des  coordonnL^es  ^  et  z,  et  nous  prendrons  celle  fonc- 
llîon  d'un  degré  aussi  faible  que  le  permettent  les  conditions 
lflusqu£lles  elle  doit  satisfaire.  On  reconnaît  aisément  qu'une 
Ifonclion  du  troisième  degré  rempli!  les  conditions  exigées. 

■  Puisque  Sj^esl  impaire  par  rapport  à  :  et  paire  par  rapport  à 
^,  nous  devons  poser  : 

Sur  les  côtés  du  rectangle  parallèles  à  l'axe  des  z,  celte  ex- 


pression doil  s'annulei 
p'équation  du  condition  : 


idenliqui 


nous    avons    donc 


F,;  -|-  c,a'z  -+-  c,z 


Cetle  rel, 
Lftuîle  que  : 


1  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  :,  il  faut  par 


S;ty  est  ainsi  déterminé  à  une  constante  près,  nous  avons  : 
S^ï  =  C,3  —  ^;  zff\  (239) 
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Nous  procéderons  d'une  manière  analogue  pour  Sx*.  Nous 
prenons  d'abord  : 

expression  qui  doit  être  identiquement  nulle  pour  z=±  b, 
donc  : 

0  ^  Â\y  -\-  ktyb*  +  ^tl/*- 
Il  faut  pour  cela  que 

par  suite  : 

S..=  *,y-^y^'.  (240) 

Les  constantes  r?,  et  /-,  des  formulas  (239)  et  i240)  ne  sont 
pas  indépendantes  l'une  de  l'autre;  elles  iloivent  satisfaire  à 
une  équation  de  condition,  exprimant  que  les  actions  molécu- 
laires qui  agissent  sur  un  élément  de  volume  infiniment  petit 
sont  en  équilibre.  .Nous  avons  trouvé  précédemment,  en  nous 
servant  des  équations  onivcrselles  de  l'équilibre,  la  relation  : 

dx    '~~dy     '     de 

Dana  le  cas  présent,  X  et  Rz  sont  nuls,  car  il  n'y  a  pas  de 
raison  pour  qu'il  se  développe  dans  le  prisme  des  tensions 
normales  aux  sections  transversales,  si  la  torsion  n'est  pas  ac- 
compagnée d'une  flexion  ou  d'un  elTort  d'extension  ou  de  com- 
pression. 

Nous  avons  de  plus  : 

Syx  =-  Sj-^,  Sjj-  =  Srz  ; 

la  relation  précédente  peut  doue  s'écrire  : 

Si  l'on  iiilroduil  dans  cf [le  équation  les  valeurs  trouvées 
pour  SrjfCt  Sir,  elle  devient  ■ 


Ou  voil  qu'elle  tsl  ideritiquemenl  satisfaite  si  : 

K=-%-  (241) 

Ce  ri'sulldl  monlre  qu'en  tout  cas,  au  point  de  vue  delà 
viatique  des  corps  solides.  la  loi  de  répartition  des  actions  mo- 
lécuiaires  que  nous  avons  supposée  est  admissible.  Il  resterait 
à  démontrer  qu'elle  est  également  compatible  avec  les  pro- 
priétés élastiques  des  malériaus,  en  particulier  avec  la  toi  de 
Hooke.  Nous  ne  ferons  pas  eette  démonstration,  puisque  notre 
I  intention  est  d'obtenir  un  résultat  aussi  simple  que  possible, 
I  ne  (ùt-il  qu'approché. 

En  tenant  compte  de  (341),  la  formule  (240)  s'écrit  : 


r?-+-- 


(242) 


Il  reste  maintenant  à  dclermîtier  la  constante  C|  :  nous  pro- 
I  céderons  exactemcnl  comme  dans  lu  cas  de  la  section  ellipti- 
[  que.  L'équution  des  moments  est  de  la  forme  : 

Mï=  ASjjjZ  — S«y)  rfF 

(  et  Sx:  par  leurs  valeurs   (239)  et 


>  la  parenthèse,  étendue  à 


ou,  si  l'on   remplai 
(242): 

M  =  ,,/(..-2  3 

L'intégrale  du  second  terme  d 
toutes  la  section,  est  égale  à  : 

I  les  intégrales  du  premier  et  du  troisième  terme  représenlenl 
I  les  nioracinls  d'inertie  principaux  de  la  section,  on  les  déter- 
I  mine  directement. 

L'équation  des  moments  peut  donc  s'écrire  : 

*'  =  ''(t -»-+  —  )  =  •■  IT' 


^ 
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d'oii  : 


'■=-iSr-  '^«j 


Par  conséqueiU,  nous  obtenons  finalement  : 


(244} 


On  reconnail  d'après  ces  valeurs,  que  les  actions  S  sont,  le 
long  des  axes  de  symétrie,  perpendiculaires  à  ces  derniers  et 
qu'elles  croissant  linéairement  du  centre  à  la  périphérie.  Sur 
les  contours  de  la  section,  ces  actions  sont  dirigées  suivant  les 
côtés  du  rectangle,  la  loi  de  répartition  est  représentée  par 
une  fonction  du  second  degré.  Le  long  d*une  diagonale,  les 
actions  tangentielles  sont  parallèles  à  Taulre  diagonale  et 
réparties  suivant  une  loi  représentée  par  une  expression  du 
troisième  degré.  Enfin,  le  long  d'un  vecteur  quelconque,  leur 
direction  varie  d'un  pointa  l'autre. 

Déterminons  maintenant  Tendroit  où  S  atteint  sa  plus 
grande  valeur.  De  (2i4)  nous  tirons  : 

9M     *  l  ) 

^ -(ië^O  p(«'-y')'+y'(*'-=')| 

Les  valeurs  de  z  et  de  //  qui  rendent  cette  expression  maxi- 
mum s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles 
prises  par  rapport  h  z  ou  y,  ou  ce  qui  revient  au  même,  par 
rapport  à  z*  ou  y^  Nous  avons  donc  les  deux  équations  : 

-2z\a*  —  y')-\-{h'—zy=o.  ^ 

On  reconnail  que  les  coordonnées  des  sommets  du  rectangle 
satisfont  à  ces  relations  ;  les  autres  solutions  s'obtiennent  en 
résolvant  l'équation  : 

8y»  8y«       ' 
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laquelle  est  du  troisième  degré  en//.  Nous  la  résoudrons  dans 
le  cas  particulier  on  a  =  b,  c*est-à-dire  dans  le  cas  où  la  sec- 
lion  du  prisme  est  un  carré  ;  elle  peut  s'écrire  alors  : 

3//— 13ay  +  ay  +  a'  =  o. 

On  trouve  pour  racines,  comme  on  poura  facilement  le  vé- 
rifier : 

la  dernière  de  ces  racines  doit  être  rejetée  puisqu'elle  donne 
des  valeurs  imaginaires  pour  y,  et  aussi  la  seconde  qui  con- 
duit à  une  valeur  imaginaire  pour  la  valeur  correspondante 
de  z  (en  effet,  si  l'on  fait  y  =y^^  dans  la  première  des  équa- 
tions de  condition  (245),  on  trouve  : 

z,'  ==  a»  (2  —  V^  5)> 

donc  une  valeur  imaginaire  pour  z^). 

11  ne  reste  finalement  que  les  points  dont  les  coordonnées 
sont  : 

y  =  ±a}J\.  z  =  ±a\/L 

Si  Ton  introduit  ces  valeurs  dans  l'expression  trouvée  pour 
S',  il  vient  : 

01       _   3M» 

ou  : 

Smax=^  0,306—;  • 

Ce  maximum  analytique  de  S  n*est  pas  nécessairement  la 
plus  grande  valeur  de  cette  quantité  ;  le  maximum  absolu 
de  S  peut  se  produire  en  un  point  du  contour  de  la  section. 
Etant  donné  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  sur  la  répar- 


^ 


■   J 
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lition  des  efforts  à  la  périphérie,  il  suffit  que  nous  considérions 
les  milieux  des  côtés.  Pour  f/  =  n  et  .7;=  0,  il  vient  : 

^  =tS-.'  (246) 

soit,  dans  le  cas  du  carré  : 

S  =  0,3623  -, . 

On  voit  donc  qu'en  effet  cette  valeur  de  S  est  beaucoup 
plus  grande  que  le  maximum  analytique  qui  se  produit  sur  la 
diagonale.  Nous  pouvons  conclure  de  ce  résultat  que,  pour 
les  prismes  dont  la  section  ne  diffère  pas  beaucoup  d'un  carré, 
il  suffit  de  calculer  l'action  moléculaire  maxima  qui  se  produit 
à  la  périphérie.  Il  est  du  reste  vraisemblable  que,  même  dans 
rhypothèse  d'autres  rapports  entre  les  côtés  du  rectangle,  nous 
arriverions  au  même  résultat. 

En  permutant  a  elb  dans  la  formule  (246),  nous  obtenons 
la  valeur  de  S  correspondant  à  Taulre  côte  du  rectangle. 

On  reconnaît  que  S  atteint  sa  plus  grande  valeur  au  milieu 
des  grands  côtés,  c'est-à-dire  aux  points  du  pourtour  les  plus 
rapprochés  du  centre  de  la  section.  Dans  les  applications  de  la 
formule  (2il»)  aux  calculs  do  résistance,  il  faut  donc  entendre 
para  le  plus  petit  demi-côté  du  rectangle. 

Si  nous  introduisons  les  côtés  entiers  du  rectangle  ai  et  />,, 
au  lieu  des  demi-côtés  a  et  /),  la  formule  (246)  s'écrit  : 

L'ancienne  théorie,  qui  partait  de  Thypothëse  des  sections 
demeurant  planes  dans  la  déformation,  conduisait  naturelle- 
ment à  des  résultats  tout  à  fuit  différents  :  on  trouvait  que  les 
actions  moléculaires  atteignent  leur  maximum  dans  les  som- 
mets du  rectangle,  c'est-à-dire  là  où,  en  réalité,  elles  sont  cer- 
tainement nulles  ;  en  outre,  en  vertu  de  l'équation  (231),  on 
admettait  que,  pour  avoir  une  grande  résistance  à  la  torsion,  il 
fallait  employer  une  section  présentant  un  çrand  moment 


!  d'inertie  polaire.  Dans  le  cas  d'une  seclion  reclangulaîre,  il 
I  paraisBait  donc  indiqué,  pour  obtenir,  avec  unis  surface  donnée, 
I  le  maximum  dû  résistance,  de  choisir  un  rectangle  aussi 
[  allnngé  que  possible.   Il  sufHt  de  songer  &  ta  faible  résistance 

k  la  torsion  que  possède  une  règle  plate  pour  reconnaître  la 

fausseté  de  ces  conclusions. 


•4.  C«lcal  (le*  pcMorM  à  boudin.  —  Considérons  une 
[  lige,  que  nous  admettrons  de  section  circulaire,  dont  l'axe 
I  longitudinal  est,  à  l'état  ordinaire,  enroulé  en  forme  d'hélice 
■.  62).  Supposons  le  ressort  ainsi  formé,  soumis  à  l'aclion 
(le  deux  forces  F  égales  et  de  sens  coulraire,  dont 
la  ligne  d'action  coïncide  avec  l'axe  du  cylindre  de 
riiélice.  Suivant  leur  direction,  ces  forces  P  ten- 
dent à  allonger  ou  à  raccourcir  le  ressort.  Nous 
allons  déterminer  :  1"  quelle  intensité  les  forces  P 
peuvent  atteindre  sans  que  la  chttrge  pratique  de 
la  matière  soit  dépassée;  2"  la  longueur  dont  le 
ressort  s'allonge  ou  se  raccourcit  sous  l'action  des 
forces  P  et  enfin  3°  quelle  est  l'énergie  qu'il  peut 
emmagasiner  sous  forme  de  travail  de  déformation, 
ons  le  ressort  cou[ié  en  un  point  quelconque;  les 
[  actions  moléculaires  de  la  section  transversale  font  équi- 
[libre  à  la  force  P,  agissant  sur  la  portion  du  ressort  consi- 
ndérâe.  .\ppliquons  au  centre  de  gravité  de  la  section  deux 
Elorccs  égales  à  P,  de  sens  contraire  l'une  à  l'autre.  L'une 
Ida  ces  forces  forme  avec  P  un  couple  .M,  dont  le  plan  est 
Indéterminé  par  le  centre  de  gravité  de  la  section  considérée  et 
IVaxe  du  cylindre.  Supposons  ce  couple  décomposé  en  deux 
«ulres  ;  l'un  situé  dans  le  plan  de  la  section,  l'autre  contenu 
Idaus  un  plan  perpemliculaire  à.  cette  dcruièrc.  Le  premier 
Ijprodnit  une  torsion, tandis  que  le  second  développe  des  efforts 
•de  flaxiou.  Si  le  pas  de  l'hélice  est  petit  relativement  au  dia- 
mètre du  cylindre,  le  plan  du  couple  M  diffi^re  fort  pou  du 
Jtlan  de  la  section  transversale,  de  sorte  que  le  couple  conipo- 


snnl  porpeuciiculaire  àcelle  tiernière  esl  Irfes  pelil;on  peutJ 
par  suite,  négliger  aaiis  inconvénient  les  actions  oioléculaireu 
qu*il  d(5veloppc  devant  cgIIos  qno  produit  le  second  coupla 
composanl.  La  force  P  restante  produit  ilcs  efforis  de  cisaille- 
ment, ces  derniers  sont  toutefois  négligeables  par  rapport  au» 
efforts  de  torsion,  pour  peu  que  le  rayon  du  cylindre  sotd 
relativement  grand  comparativement  aux  dimensions  de  l^ 
section.  11  sufJit  donc,  en  géni^ral,  pour  un  calcul  de  rtsi»- 
tance,  de  ne  tenir  compte  que  des  efforts  de  torsion. 
Si  r  désigne  le  rayon  du  cylindre,  nous  pouvons  poser  : 

M^Pr, 

et,  si  nous  appelons  a  le  rayon  de  la  section,  nous  aurons  (for-l 
mule  232)  : 

i^  =  ~r  (248) 

formule  qui  permet  de  calculer  la  force  du  ressort.  Si  ! 
section  de  la  tige  employée  est  rectangulaire,  on  a   (For) 
mule  247)  ; 

S— ^ 

où  a,  désigne  le  petit  et  b,  le  grand  c6tâ  du  rectangle. 

Assez  souvent,  l'axe  longitudinal  du  ressort  est  enrotiléj 
non  suivant  une  hélice  ordinaire,  mais  selon  une  hélice  cODhj 
que  (exemple  :  les  ressorts  des  tampons  de  wagons).  Daos  ( 
cas,  il  faut  entendre  par  r  la  valeur  du  rayon  correspondant  1 
a,  et  /*,,  ou,  si  ces  dernières  quantités  sont  constantes,  la  plud 
grande  valeur  de  ?■.  Si  a,  et  A|  sont  variables,  il  faut  détvrmî-1 
ner  la  section  la  plus  dnngcrense.  On  pourrait  naturellemcnq 
faire  varier  les  dimensions  de  la  section  de  fa<;.on  que  lo  IraJ 
vail  de  la  maliiirc  soit  partout  le  même.  Par  exemple,  si  roi| 
conservait  n,  constant,  il  faudrait,  daiis  lu  cas  d'une  section 
rcclangulairc,  faire  varier  la  hauteur  £,  proporlionnellcnieDB 
à  r.  I 

Pour  calculer  la  variation  de  longueur  du  ressort  30D9  l'iu-^ 


I  flaeiice  de  la  charge,  nous  devons  aous  baser  sur  la  formule 
I  donnanl  la  grandeur  de  l'angle  de  torsio».  Comme  nous  n'a- 
I  vonséLabli  celle-ci  que  pour  une  section  circulaire,  nous  nous 
I  bornerons  fi  ce  cas  dans  ce  qui  suil.  On  trouvera  aux  exer- 
I  cices,  h  la  lin  du  chapitre,  le  calcul  de  cet  angle  pour  les  sec- 
I  lions  de  forme  rectangulaire  el  elliplique,  et  l'on  pourra  em- 
I  ployer  les  résultats  à  nu  calcul  analogue  à  celui  que  nous 
I  atloDS  entreprendre. 

Soit  d^f  l'angle  de  torsion  d'un  élémenl  de  ressort  de  lon- 

I  gueur  ds  (mesuré  le  long  de  l'axe  longitudinal).  Supposons 

I  d^abord  que  seul  cet  élément  soit  déformé,  tandis  que  tout  le 

I  pesle  du  ressort  conserve  sa   forme  initiale.   Si   nous  suppo- 

I  sons,   pour  (ixer  les  idées,    la   partie   inférieure   du   ressort 

I  maînlenue  lixe,  toute  la  partie  supérieure  à  r/s  cITectuera,  au- 

I  loar  de  cet  élément,  une  rotation  de  valeur  '/A9;  l'ase  est 

[  dévié  de  sa  position  primilive  :  toute  la  partie  supérieure  est 

ï  légèrement  penchée.  Celte  obliquité  so  trouve  compensée  en 

I  réalité  par  la  rotation  »/A»  qu'elTeclue  le  ressort  autour  d'un 

point  diamétralement  opposé  à  celui  que  nous  considérons 

aclueilemcnl,  de  sorte  que  la  déformation  totale  du  ressort 

I  n'entraîne  pas  l'axe  hors  de  sa  position  primitive.  Par  contre. 

I  les  composantes  des  déplacements,  prises  dans  la  direction  de 

l'axe,  s'additionnent  et  leur  somme  n'est  pas  autre  chose  que 

l'aplatissement  ou  l'allongement  total  du  ressort. 

Soit  P  le  centre  do  l'éli^menl  th  considéré.  Le  point  de  l'axe 
[situé  à  la  même  hauleur  décril,  dans  la  déformation  de  la 
1  partie  supérieure  causée  par  la  rotation  (/A-^  autour  de  P,  un 
I  arc  de  cercle  de  rayon  r  et  d'angle  au  centre  rfA'J.  Cet  arc  coïn- 
I  cide  en  direction  avec  l'axe  du  ressort  ;  le  déplacement  dans 
I  le  sens  de  cet  axe  esl  donc  : 

On  leconnail  aisémonl  qu'un  point  quelconque  de  l'axe  de 
I  la  partie  supérieure  du  ressort  se  déplace  dans  le  même  sens 
I  d'une  quantité  égale.  Coosidérons  la  ligure  63,  el  soient  AA 


"1 
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l'axe  du  ressort,  P  la  projection  sur 
le  plan  de  la  ligure  de  Télément  ds. 
Le  pas  de  Thélice  élanl  supposé 
petit,  ds  est  sensiblement  perpen- 
diculaire à  Taxe  AA,  Taxe  longi- 
tudinal se  projette  donc  suivant  un 
point  P.  Soit  B  un  point  quelconque 
de  Taxe,  il  efTectue  dans  la  défor- 
mation une  rotation  ;  Tare  de  cercle 
qu'il  décrit  est  égal  à  srfAç  et  la  pro- 
jection de  cet  arc  sur  Taxe  du  res- 
sort est  z  cos  '^^Aç,  mais  scos  A  =  r  ; 
le  déplacement  de  B  dans  le  sens  de 
Taxe  est  donc  bien  égal  à  rrfA<p. 
La  variation  totale  de  longueur  du  ressort  iv  est  égale  à  la 
somme  de  tons  les  termes  semblables,  étendue  à  toute  la  lon- 
gueur de  Taxe  longitudinal  ;  nous  avons  donc  : 


I 


Fig.  63 


w 


=  frdli 


L'équation  (233),  donne  : 


par  conséquent  : 


,.  îPrds 


W 


La  longueur  d'une  spire  est  sensiblement  égale  à  celle  d'une 
circonférence  de  rayon  ;•,  nous  pouvons  donc  écrire,  si  nous 
désignons  par  n  le  nombre  des  spires  du  ressort  : 

^''"^  (250) 


n  =  P 


a*G 


w  et  P  croissant  proportionnellement  l'un  à  l'autre,  on 
obtient  réner^rie  totale  qui  peut  être  emmagasinée  dans  le 
ressort  en  forinaul  le  demi- produit  de  la  force  P  par  le  che- 
min f^;Jparcouru  par  le  point  d'application  : 


EXERCICES  SUR  LE  CIIAPITUE  IX 


Exercice  42,   —  Calculir   l'aiir/te  île  torsion  Aa   /loiir  tui 
I  prisme  de  section  elUptiqite. 

Solution.  — Soit  M  le  moment  de  torsion, le  Iraviiil  des  foc- 


s  extérieures  dans  la  déformalioi 

Celle  quatililé  est  d'aulif  pa 
lion,  que  l'on  peul  calculer  à  1) 
donc  : 


M  As. 

^il  ilo  déforma- 
relation  ('*•}}   On  a 


i»u,=/|;,/.. 


expression  dans  laquelle  dv  désigne  un  élément  de  volume  du 
prisme.  On  peut  poser  (/f=  ilVdl,  dl  désignant  un  élément  de 
longueur  mesuré  dans  le  sens  de  l'axe  longiludinul.  L'intégra- 
tion par  rapporta  /peut  s'clTeclupr  immédiatement,  S  ayant  la 
mtïme  valeur  aux  points  correspondants  des  dilTérontesseclious 
Iransversales.  De  plus,  nous  pouvons  écrire  S' =  S'irtf  +  S'u 
«t  iutroduire  dans  celte  relation  les  valeurs  trouvées  précé- 
demnx^ut  léq.  i'ào).  Nous  obtenons  ainsi  l'équalion  : 

MA«  =  'q  /  *•  C«*3'  +  AV)  dV 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  (237), 

Les  intégrales  qui  figurent  dans  l'expression  ci-dessus  sont 
les  moments  d'inerlie  principaux  de  la  section  transversale;  si 
nous  introduisons  leurs  valeurs,  nous  ubienuns  : 


«6'OL     *  4     J 


el,  après  réduclic 
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Si  Ton  fait  a  =  b,  on  relombo  sur  la  valeur  trouvée  pour  As 
dans  le  cas  d'une  prisme  de  section  transversale  circulaire. 

On  calcule  de  la  même  manière  Aco  pour  un  prisme  de  sec- 
lion  rectangulaire  ;en  utilisant  la  valeur  trouvée  pour  S'  (arti- 
cle 93),  il  vient  : 

on  a  : 

et  par  suite  : 

.    _  9/M  («*  +  6') 
?  ~"      40Grt>6»      • 

Si  l'on  introduit  les  côtés  ^i  et  h^  du  rectangle,  au  lieu  des 
demi-côtes  a  et  A,  la  formule  précédente  s'écrit  '- 

Ce  résultat  n'est  naturellement  qu'approché,  comme  les 
hypothèses  de  l'article  93  sur  lesquelles  il  repose. 

Exercice  43.  —  Une  poutre  en  bois^  de  section  carrée  (20 
cm.  de  côté),  est  encastrée  à  une  extrémité  dans  un  mur.  La 
longueur  de  la  poutre  est  de  \  mètre.  A  r extrémité  libre  se 
trouve  fixé  un  bras  horizontal,  perpendiculaire  à  taxe  longi^ 
tudinal  de  la  poutre  et  long  de  60  cm.  Quel  est  le  travail  , 
élastique  maximum  que  la  pièce  a  à  supporter,  si  fan  ap- 
plique  à  F  extrémité  de  ce  bras  un  poids  de  1.000  kg.  ? 

Solution.  —  La  pièce  travaille  simultanément  et  à  la  flei^ion 
et  à  la  torsion.  Le  moment  de  torsion,  qui  est  le  même  pour 
toutes  les  sections  transversales,  est  égal  à  1.000  X  60  = 
60.000  kg.cm.  Le  moment  de  flexion  atteint  sa  plus  grande 
valeur  dans  la  section  d'encastrement,   pour  laquelle  il  est 


\ 


r  ûgal  il  100. 000  kg.cm.  C'est  donc  dans  oelto  seclioii  qut  se 
■  produira  le  plus  grand  travail  de  la  malifere. 
L'inlensîlé  des  efforls  de  flexion  esl  : 


t>M,-_(;  X  100.000 


:7o  kï 


par  cm% 


let  celle  des  efl'orls  laiig-enliels  ma.\inm  (éq.  247;: 
<  _    9*1'    „  y  X  60.000 


2X20' 


-  ^  33,75  kg.  par  cm*. 


mêmes 
eu   des 


Ces  valeurs  masima  de R  et  de  Sse  produisent  au: 
I  points  de  la  section  d*encaslrenienl,  savoir  au  m 
fcAlés  horizontaux  rie  la  section- 

1  semble  qu'il  faudrait  encore  tenir  compte  des  actions  mo- 
lltSculaires  tangentielles  duos  à  la  flexion  du  prisme  el  dont  la 
I  résultante  esL  égale  a  la  force  extérieure,  soit  à  1 .000  kg.  Nous 

■  avons  vu  luuLefois  que  ces  actions  moléculaires    sont  nulles 

■  dans  les  fibres  extérieures,  il  n'y  a  donc  bien   â  ne   tenir 
I  compte  que  des  valeurs  S  et  R  trouvées  plus  haut. 

Le  travail  de  la  matière  est  donné  par  le  travail  élastique  de 
comparaison  ;   nous  trouvons  (formule  iQ),  si  nous  prenons 
10 


■fl.=  0,35  R       0,6r>v'4S'  — K' 

et,  en  iutrodnîsanl  les  valeurs  numériques  : 

A=0,3Sx75^-0,6ov'67.S'lS'=  92  kg.  par  cm. environ. 

Exercice  44.  —   Quelle  e.'it  ia  puissance  tP un  ressort  df  10 

fpirfi  (te  lOOjHï/i.  t/r  {limnhre,  formé  it une  tiye  de  section  cir- 

I  culaire  de  20  mm.  de  diamkre,  si  l'on  admet  S  =  2.000  kg. 

I  par  cnt'.  Déterminer  aussi  l'énergie  gu'il  est  possible  ftem- 

t  magasiner  dans  ce  ressort. 

Solution.  —  L'équation  (2i8)  donne  : 


ffO^S  _3.1*Xi'X  --O™  _ 


3itkg. 
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Ensubstiluantcoltevaleurdans(251}etcn  prenanl G =900.000 
kg.  par  cm',  on  trouve  : 


A  = — r^^  =  "  ^^^'^  =  4.450  kg.  cm. 


CHAPITRE  DIXIÈME 

RÉSISTANCE  DES  PIIISMCS  CHARGÉS  UEBOUT 
FLAMBEMENT 


SK.  Formule  ct'EuIer.  Flambenii^nl  d'un    prisme  dont  les  extrémités  sont 
fixes,  mais  non  oncitstri«s,  el  lionl  Taxe  est  rigoureusement  recLiiJgoe.  — 

90.  Prismes  dont  l'axi-  longiLudinal  firésiiDie  une  courbure  initiale.  — 
87.  Dèlerminatiou  de  la  charge  critiijuc  réelle  Pu.  —  9R,  Prisme  encastré 
aux  deux  extrémités-  —  99.  Prisme  encastré  k  une  exlrémiie  cl  muni  il 
l'autre  d'UDC  glissière  ne  permettant  un  déplacement  que  dan.t  le  sens  de 
l'axe  loogiludioal.  —  100.  Prisme  cliargù  debout,  Iravaillanl  sitimllané- 
nenl  k  ta  tlcxion.  —  tOI.  Formule  empirique  de  Nnvier.  ^cliwarz  et 
Banhinc.  —  102.  Flambemenl  d'un  prisme  très  long  travaillant  à  la 
torsion - 
f£j:ercice*  n»'  K-të. 


ns.  Formule  d'Eulcr.  Flninbt'nient  d^n  prisme  d*nt 
\  le*  exirémilén  Hont  fl^&cn.  ■niii<«  non  ciieSKtréeM,  et 
L  dont  l'a«e  eal  rigoureuAcnteiit  repliliKoe.  —  ÎVutiS  ad* 

ImcllUDs  d'abord  que  Taxe  du  prisme  est  parfailcmenl  recti- 
llig^ni'.  En  réalitf^,  celle  condition  iiVsl  jamais  exactement 
1  remplie,  car  il  esl  praliquemeiil  imposeibie  de  dresser  parfai- 

tiiinenl  une  piëce.  Il  esl  nécessaire  de  lenîr  compte  dans  le 
.  chIcuI  de  ces  petites  déviations  de  la  droite  absolue,  car,  cun- 
Itrairement  à  ce  que  aous  avons  vu  jusqu'à  présent,  elles 
lexercenl  une  influence  considérable  sur  la  manière  dont  se 
icomporlc  le  prisme.  Nous  considérerons  plus  loin  l'influence 

de  ces  déviations. 
Il  esl  une  autre  condilion  qu'il  n'est  pas  non  plus  possible 

de  réaliser  d'une  manière  absolue  el  dont   l'influence  sur  les 
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ré^iillHls  du  calcul  est  dos  plus  iniporlacilea  :  c'e»l  le  cciilra 
des  forces  extêrieuroH  qui  agissent  sur  Ii^s  seclioas  exlrâmoi 
du  prisme.  Nous  admcUiuiis  dans  ce  qui  suit  que  l'on  s  clicr^ 
cliô  à  réaliser  celle  conditiun  aussi  biuii  quo  possible,  de  surtlj 
que  la  distance  entre  l'axe  longiludinal  et  la  ligne  d'acliod 
des  forces  est  une  quantité  très  petite  comparalivcmenl  au: 
dimensions  des  sections  transversales.  Si  tel  n'était  pas  le  caa  J 
ie  problème  serait  le  mi'me  que  celui  que  nous  avons  traité  Ij 
l'art.  U. 

ConsidiSroas  une  section  transversale  quelconque  et  appll4 
quons  au  centre  de  gravite  de  celle-ci  deux   forces  de  siguei 
contraires  parallèleâ  et  i%alos  k  P.  Ces  deux  forces  se  faisoi 
équilibre,  leur  addition  ne  cbange  rien  au  syslfemc  des  fore 
cclt^rieures.  Tandis  que  l'une  (colle  de  même  signe  quo  1 
développe  dans  la  matière  un  travail  à  la  compressiun,  l'aulr 
forme  avec  1'  un  couple  qui  produit  une  ilexiou  du  prismej 
La  distance  du  centre  do  gruvilé  de  la  section  considérée  û  b 
ligne  d'action  des  forces  P  se  trouve  par  suite  augmentée.  I 
le  cas  traité  h.  l'art,  44,  ce  fait  ne  lire  pas  à  conséquence,  car  h 
distance  de  la  ligne  des  forces  aux  centres  de  gravité  des  s 
tiens  transversales  est  assez  grande  iuilialoment   pour  qu'il 
n'y  ail  pas  besoin  de  tenir  compte  de  l'augmentation  qu'eltfl^ 
éprouve  par  suite  de  la  déformalion  du  prisme  ;  par  coolml 
il  n'en  csl  plus  de  màme  ici  où,  la  distance  entre  l'axe  da 
prisme  ella  ligne  d'action  des  forces  étant  très  faible,  la  défoi^ 
raation  du  prisme  peut  élre  du  même  ordre  de  grandeur  oh 
même  plus  grande  que  celte  distance. 


Fig.  Ci 

Pour  plus  de  simplicité,    nous  admettrons  que  l'axe 
(lig.  64)  du  prisme  et  la  ligne  d'action  dos  forces  P  sont  silu^ 
dans  un  même  plau. 
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La  distance  initiale  u  entre  PP  et  AA  devient,  dans  la  dé- 
formation, pour  une  section  d  abcisse  a:,  w  +  y;  le  moment 
du  couple  qui  agit  dans  cette  section  est  donc  : 

M  =  P(w+y). 
Nous  avons  pour  équation  de  Taxe  AA  : 

et  pour  équation  différentielle  de  Taxe  longitudinal  déformé  : 

si  nous  posons  : 
nous  pouvons  écrire  : 

L^intégrale  générale  de  cette  équation  est  de  la  forme  : 

V  =  A  sin  our  +  B  cos  our.  (253) 

Dans  cette  expression,  A  et  B  représentent  des  constantes 
d*intégralion,  tandis  que  a  est  donné,  comme  on  le  vérifie 
facilement,  par  la  formule  : 

«=V/1-  (25i) 

Les  conditions  aux  limites  sont  les  suivantes  : 

v  =  Uo  poura:  =  o, 
v=:Ui  pour  0:  =  /, 
il  faut  donc  que  : 

B=Wo  et  A  8Îna/+Bcos  olIssui  . 

Si  Ton  tire  de  ces  relations  les  valeurs  de  A  et  B,  et  si  l'on 
substitue  dans  l'équation  (253)^  on  trouve  facilement  : 

sin  kcc 
V  =  -. r-  lui  —  Uo  cos  cul)  •+•  Uo  COS  ox  (255) 

22 


-.'•■TTP 
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La  ligne  élastique  est  ainsi  complètement  déterminée. 

Recherchons  maintenant  quelles  sont  les  conditions  pour 
que  V  devienne  beaucoup  plus  grand  que  u.  Soil  la  paren- 
thèse, soit  le  second  terme  du  membre  de  droite  dans  l'ex- 
pression de  u  sont  au  plus  du  même  ordre  de  grandeur  que 
les  quantités  u  elles-mêmes,  puisqu'un  cosinus  est  au  plus 
égal  à   1  ;   il   faut  donc,   pour  que  v  devienne  plus  grand 

que  w,  que  le  facteur  -: — j  prenne  une  grande  valeur.  Sup- 
posons P  très  petit,  la  formule  (254)  montre  que  a  est  de 
même  très  petit,  de  sorte  que  Ton  peut  poser  approximative- 
ment : 

sinoxsrsotx,  sina/=a/, 

le  facteur  devant  la  parenthèse  est  alors  égal  à  -,  c'est-à-dire 
plus  petit  que  Tunité.  On  reconnaît  que  cette  condition  est 
satisfaite  tant  que  Tangle  a/  est  plus  petit  que  -•  Dès  que 

P  et  par  suite  a  prennent  des  valeurs  supérieures,  sina/  dimi- 
nue, tandis  que  sin  ax,  pour  certaines  valeurs  d'x,  par  exem- 
ple a:  =  j,  continue  à  augmenter.  En  particulier,  lorsque  a/ 

atteint  des  valeurs  avoisinant  ir,  le  facteur  devant  la  paren- 
thèse augmente  indéfiniment,  car  sin  a/  tend  alors  vers  o, 

tandis  qu'au  contraire  sin  oar,  pour  a:=-,  tend  vers  l'unité.  A 

z 

la  limite,  pour 

a/=7c,  (256) 

Téquation  (255)  donne  une  valeur  infinie  pour  v.  Ce  résultat 
signifie  qu'en  réalité  le  prisme,  sous  l'influence  des  charges 
P  d^une  intensité  correspondant  à  cette  valeur  de  a,  se  rom- 
prait ou  subirait  tout  au  moins  des  déformations  plastiques. 
En  combinant  les  formules  (254)  et  (256)  et  en  résolvant  par 
rapport  à  P,  nous  trouvons  : 


■J 
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Celte  formule  est  due  à  Euler  ;  olle  donne  la  valeur  critique 
Pa  quo  la  charge  ne  saurail  atleindre  sans  que  le  prisme 
sabisse  des  déformalions  plastiques.  En  réalité,  ces  déforma- 
tions se  prodiiisenl  déjà  sous  l'innuenca  de  forces  de  moindre 
inlonsilé. 

Il  o»t  im|>orlant  de  remarquer  que  les  quantités  u  no  figu- 
roDl  pas  diins  la  formule  (257).  La  charge  critique  ne  dépend 
donc  pas  directement  de  la  distance  initiale  entre  l'axe  du 
prisme  et  la  li*ne  d'action  ries  forces  P.  L'équation  (255) 
montre  cependant  quo  la  déformalion  v  atteindra  d'autant  plus 
vile  des  valeurs  correspondant  à  un  travail  élastique  dange- 
reux du  mêlai  que  les  valeurs  u  sont  plus  grandes. 

est  de  pins  bien  entendu  quo  la  valeur  de  !^Ia  charge 
limite  douiK^e  par  la  formule  (2S7)  n'est  valable  qu'autant  que 
est  pfus  petit  que  : 

Pb  =  FR,  (2S8j 

c'est-à-dire  plus  petit  que  l'effort  de  compression  proprement 
i\l6  que  peut  supporter  le  prisme.  Le  llambemenl  de  la  piùce 
\o  produit  d'autant  plus  facilement  qu'elle  est  plus  longue  ;  en 
iomparant  les  deux  formules  {257)  et  {238),  on  trouvera 
cilcmenl,  pour  un  prisme  de  section  donnée,  la  longueur  à 
lartir  de  laquelle  il  y  a  Heu  de  tenir  compte  dutlambage.  Un 
problème  de  ce  geure  est  traité  dans  les  exercices. 

»8-  ~  Prinniri»  dont  l'uxo  lonj{itadiaMl  présente  uue 
wurburo  iiiifinle.  —  Nous  allons  monlrerqu'une  courbure 
nitiale  de  l'axe  longiludinai  u'excrcc  pas  non  plus  d'influence 
ènsible  sur  les  résultats,  à  condition  toutefois  que  la  nèche 
oit  faible  par  rapport  aux  dimensions  des  sections  iransver- 
tUes.  Nous  admettrons  que  les  forces  F  agissent  exactement 
n  centre  des  sections  terminales.  Soit  fo  la  flèche  maximum 
e  l'asG  longitudinal  :  nous  pouvons  représenter  ce  dernier, 
Tcc  une  approximation  suflisanle,  comme  un  arc  de  sinusoïde 
I  poser  parcouséqueEil  : 

»=A,sin^j.  (259) 


340  CHAPITRE  X 


L'équation  difTérentielle  de  la  ligne  élastique  est,  comme 
précédemment  : 

Elg  =  -P(«+y), 

OU,  si  nous  mettons  pour  u  sa  valeur, 

S  =  -Ir(y  +  /'>«''^'^Î)-  (260) 


En  intégrant,  et  en  tenant  compte  des  conditions  aux 
limites  : 

y  =  0  pour  a:  =  0  et  a:  =  /, 
nous  pouvons  amemer  l'intégrale  générale  à  la  forme  : 

y=/sin7i|,  (261) 

où  /désigne  la  quantité  : 

Cette  quantité  /  a  une  signification  fort  simple  :  c'est  la 
plus  grande  valeur  que  peut  prendre  y.  Le  maximum  se  pro- 
duit quand  Tangle  ^  est  droit,  c'est-à-dire  poura:=—  :  /est 

donc  la  flexion  subie  par  le  milieu  du  prisme  sous  Tinfluence 
de  P.  En  tenant  compte  de  la  formule  (257),  nous  ponvons 
mettre  /  sous  la  forme  : 

fo 


/•= 


Ç  - 1  (263) 


On  reconnaît  que,  si  la  flèche  initiale /o  est  petite,  la  flèche 
/  n'atteint  des  valeurs  dangereuses  que  lorsque  P  se  rappro- 
che de  la  charge  critique  Pk  • 

Soit  cp  Tangle  que  forme  dans  la  pièce  déformée,  la  tan- 
gente à  l'une  des  extrémités  de  la  ligne  élastique  avec  la  ligne 
d^action  des  forces.  Tant  que  cet  angle  reste  petit,  nous  pouvons 


i 
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le  poser  approsimalivomeiit  égnl  h.  sa  langenle  Irî go iiomé tri- 
que ;  nous  avons  donc  : 

soil,  si  nous  tenons  compte  de  l'équation  (261)  : 

f  =  ^l.  (264) 

Supposons  que,  dans  un  essai  do  résislanceati  ilaiiibcmciit, 
dans  lequel  la  Rèclie  initiale  de  l'aso  longiludînal  de  la  pièce 
est  de  quelques  millîmëlres  (c'esl-â-direbeaucoup  plusgrande 
que  l'erreur  inévitable  entre  la  ligne  d'action  des  forces  de 
compression  et  la  droite  joignant  les  centres  de  gravité  des 
sections  d'abouts),  on  mesure  les  valeurs  de /correspondant 
aux  diverses  valeurs  de  P.  Si  l'on  porte  ensuite  les  valeurs 
obtenues  pour /en  ordonnées  sur  les  valeurs  correspondan- 
tes de  P  prises  comme  abscisses,  on  doit,  ainsi  que  le  montre 
l'équalioii  (263),  obtenir  une  hyperbole,  abatraclion  faite  natu- 
rellement des  fautesinévilables  d'observation.  L'équatioa(264) 
monire  que  o  croit  proportionnellement  à/.  Si  donc  l'on  a 
mesuré  aussi  f,  ce  qui  est  facile  si  l'on  emploie  nnappareil  à 
miroir,-  et  si  l'on  porte  également  les  valeurs  observées  en 
ordonnées,  en  prenant  les  P  comme  abscisses,  on  doit  aussi 
obtenir  une  hyperbole.  Ces  deus  hyperboles  ont  une  asymptote 
commune  correspondant  à  l'abscisse  P  ^=  Pu  . 

Les  essais  entrepris  par  l'auteur  pour  vérifier  ces  conclu- 
sions ont  donné  des  résultais  1res  satisfaisants. 

07.  DëCvrmiiintioH  de  lu  cbnrgc  critique  réelle  Pk'. 
—  Nous  avons  dôjà  remarqué  à  l'article  93  qu'en  ri5alité  les 
pièces  chargées  debout  se  rompent  ou  subissent  des  défor- 
mations plastiques  sous  l'influence  de  forces  d'intensité  infé- 
rieure à  celle  donnée  par  la  formule  d'Euler.  Ce  fait  provient 
1°  de  ce  que  l'axe  de  la  pièce  n'est  pas  absolument  rectiligne  ; 
3°  de  ce  que  la  ligne  d'action  des  forces  ne  coïncide  pas  rigou- 
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reusemeiit  avec  cet  axe.  Afin  de  nous  rendre  compte  de  Tia- 
flucnce  que  peuvent  avoir  ces  conditions  accessoires,  nous 
allons  établir  la  valeur  de  la  charge  critique  réelle,  ne  teDani 
compte,  il  est  vrai,  que  du  premier  motif  indiqué  ci-dessus  ; 
nous  négligerons  le  second  pour  ne  pas  compliquer  les  cal- 
culs. 

Le  travail  élastique  de  la  matière  atteint  sa  plus  grande 
valeur  dans  la  section  médiane  du  prisme;  pour  une  chargeP 
il  est  égal  à  : 

K=-zt  j a. 

Dans  cette  expression^  a  désigne  la  distance  de  la  fibre  coq- 
sidérée  à  Taxe  neutre;  /est  donné  par  la  formule  (263). 

La  charge  critique  réelle  est  évidemment  celle  pour  laquelle 
la  plus  grande  des  actions  moléculaires  R  de  la  section  atteint 
la  limite  d'élasticité  de  la  matière;  en  effet,  sitôt  cette  limite 
dépassée,  les  déformations  croissent  beaucoup  plus  rapide* 
ment  que  ne  l'indiquent  les  formules  précédentes,  de  sorte 
que  la  rupture  survient  rapidement.  Nous  obtenons  donc  la 
charge  critique  Pr  en  résolvant  par  rapport  à  P  Téquation  : 

dans  laquelle  R'  désigne  la  limite  d'élasticité  de  la  matière,  et 
a  la  distance  à  l'axe  neutre  de  la  fibre  extrême.  Posons  pour 
abréger  : 

FR'  =  P', 

nous  obtenons  alors  pour  Pk  l'expression  : 

Le  signe  de  la  racine  doit  être  choisi  de  façon  que  P»  soit 
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I  toajours  égal  b.  la  plus  petite  des  deux  valeurs  données  par  la 
I  formule. 

Si  /o  =  Oy  c'esl-à-dire  pour  un  prisme  donl  l'aie  loiigîludi- 
I  nal  est  rigourousemenl  reclîligno,  t,  =  o.  On  trouve  alors  : 

pourvu  que  :  !*'>  Pe  .  Si  P' <Pe  ,  ce  qui  a  lieu  pour  un 
prisme  très  court,  on  obtient,  en  vertu  de  la  remarque  qui  a 
été  faite  au  sujet  du  signe  de  la  racine, 

Pk-P'. 
La  formule  distingue  donc  le  cas  du  flambement  de  celui  de 
lia  compression  proprement  dite.  Afin  de  donner  tine  idée  des 
■différences  que  peuvent  présenter  entre  elles  les  valeurs  de 
IPk  et  Pe,  nous  indiquerons  les  chiffres  suivants,  qui  se  rappor- 
I  tent  k  un  support  formé  par  une  corni j;re.  Les  dimensions  do  la 
iBeclion  sont  70x  70  X  9  mm,  E=  2.110.000  kg.  par  cm', 
I/o  estsupposé  =  1  mm.  On  trouve,  pour  /  =  2  m.  : 

P'=23,6  t..       PE  =  U.8t.,       PK=iO,4t., 
[et  pour/^3  m.: 

P'  =  23,6  t.,      Pb  =5,2  t..       Pk  =5,0  t. 

La  différence  entre  Pk  et  Pr  est  donc  sensible,  surtout  dan» 
mie  premier  cas  ;  elle  croit  rapidement  lorsque  /o  augmente. 
[Pour  une  valeur  donnée  de  fa  la  dîlTérencc  entre  Pk  et  Pu  est 
■d'autant  plus  petite  que  le  prisme  est  plus  long  ;  il  convient 
Pd'aulre  part  de  remarquer  que  plus  le  prisme  est  long,  plus  il 
al  difficile  de  le  dresser  parfaitement,  de  sorte  que  les  pièces 
brès  allongées  auront  en  général  des  valeurs  de/o  plus  grandes 
^aeles  courtes. 

Si  l'on  suppose  que  t|  est  très  petit  (c'esl-à-dire  que  ^  est 
petit  comparativement  au  rayon  de  gyration  minimum  de  la 
leclion  transversale),  on  peut  négliger  dans  la  formule  (265) 
Re  terme  en  t]*,  et  remplacer  par  conséquent  le  radical  parl'ex- 
ipression  approchée  : 
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i [P'  +  2  (T.  4-  1)  P Pe  +  (27i  +  1)  Pk  •  -  4  PTb  ] 

=  I  [(P'  -  Pe  r  +  2t.Pe  (F  +  Pe  )]• 

Si  de  plus  P'  est  de  beaucoup  plus  grand  que  Pbi  ce  qui  a 
lieu  lorsque  le  prisme  considéré  est  très  long,  on  peut  écrire 
avec  une  approximation  suffisante  : 

v^(F^=T^7qh2ï;p7ô^^ 


et  Téqualion  (265)  devient  : 


Pe» 


PK=PK-iri-Jlil.   .  (266) 

P  —  Pe 

Celte  formule  est  d'un  usage  commode  pour  estimer  la  dif- 
férence entre  la  charge  critique  réelle  Pk  et  la  valeur  donnée 
par  la  formule  d'Euler  Pii,à  condition  naturellement  que  Phy- 
polhèse  P'  beaucoup  plus  grand  que  Pe,  sur  laquelle  elle  re- 
pose, se  trouve  remplie. 

Comme  nous  Tavons  déjà  fait  remarquer,  Téquation  (265) 
s'applique  aussi  au  cas  où  il  n'y  a  pas  de  flambement,  mais 
simplement  compression  proprement  dite.  Une  difficulté  se 
présente  toutefois  dans  les  applications  :  on  ne  connaît  pas  on 
général  quelle  est  la  valeur  à  donner  à  /o  ou  àr^  ;  en  outre,  la 
formule  (265)  ne  tient  pas  compte  des  différences  inévitables 
entre  Taxe  du  prisme  et  la  ligne  d'action  des  forces.  Il  est  donc 
préférable  d'employer  à  sa  place  une  formule  empirique  éta- 
blie par  M.  de  Tetmajerd'après  les  résultats  de  nombreux  essais 
faits  avec  différents  matériaux.  Pour  : 

P>Pe, 

M.  de  Tetmajer  propose  l'emploi  de  la  formule  suivante  : 

?^  =  aF-b^,  (267) 

dans  laquelle  a  eib  représentent  des  valeurs  tirées  des  résul- 
tats d^expériences,  /la longueur  du  prisme,  /  le  plus  petit  des 
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'  rayons  de  gyralion  principaux  do  la  seclioii.  Nous  donnons 
ci-aprb3  les  valeurs  de  a  et  do  A  pour  une  série  de  malértaux  : 

►  Fer rt  =  3.030  kg.  par  cm*  A=l2,9kg.  parcm' 

lAcier  doux.  «  =  3.100  -.  /,  =  U,4 

■Acier....  a  =  3.210  ..  A  ^11,6 

|Sapin(sec).  a  =     293  »  6=    l,9i       ». 

Pour  la  fonte  de  fer,  i'éqiialion  (267)  n'est,  pas  valable;  pour 
des  prismes  de  longueur  telle  que—  soît  situé  entre  S  et  80, 
M.  de  Tetmajer  pose,  en  vertu  de  ses  essais  : 

P^=[0,53(|)'_  l2o4-  +  'î160]kg.     (268) 

Dans  le  casde  prismes  plus  élancés,  pour  lesquels    >-  80,  il 

propose  le  simple  emploi  de  la  formule  d'Ëuler. 

Ces  formules  supposent  le  prisme  fixé  aux  exlrémilés,  niais 
I  non  encastré. 

99.  Prinnie  enenatré  aux.  deux  extréitiitéa.  —  Si  l'une 
des  extrémités  du   prisme  est  encastrée   et  l'autre  maintenue 
^simplement  lise,   lu  prisme  se    comporte  exactement  comme 
■one  pièce  de  longueur  double  dont  les  deu:t  extrémités  seraient 
ixes  et  non  encastrées.  Il  n'est  donc  pas  nécessaire  de  traiter 
■  spécialement  ce  cas;  on  peut  utiliser  directement  les  formu- 
I  les  que  nous  venons  d'élablir;  il  suriîl  d'y  remplacer  /  par 2/. 
Supposons   maintenant   le  prisme  encastré  aux  deux  extré- 
mités. Nous  avons  déjà,  eu  l'occasion  de  faire  remarquer  qu'il 
était  en  général  dif^cjle  de  réaliser  pratiquement  celte  condi- 
tion d'une  manière  parfaite  et  qu'il  convenait,  par  conséquent, 
de  n'appliquer   qu'avec  prudence  les   résultais   obtenus  dans 
I  lliypotbèse  d'un  encastrement  parfait.  Il  est  bon  de  s'assurer, 
I  dans  cbaque  cas  particulier,  du  degré  d'efticacilé  des  encastrc- 
linents.  —  Si,  par  exemple,  le  prisme  repose  simplement  par  les 
rsectjons  d'about  contre  les  plaques  d'une  macbJne  d'essais,  on 


voit  facilenieni  fin'il  sufiil  d'unp  pelito  inégalité  lie  ces  surface»! 
ou  d'une  légëre  inexaclitude  dans  le  parallélisme  des  plaque»! 
pour  rendre  possible  une  déviation  de  l'ase  longitudinal.  Du.1 
reste,  dans  un  essai  de  ce  genre,  il  serait  facile  de  se  rendr»! 
cumplo  de  reFGcacilé  des  encaslremenlsen  lîxanl  aux  extré-f 
mités  de  l'épronvelle  de  petits  miroirs,  el  en  observant  sm 
ceux-ci,  à  l'aide  de  lunettes,  l'image  d'une  échelle  5x0.  Si  lei 
encastrements  sont  bons,  les  miroirs  ne  doivent  pas  tournel 
et,  par  conséquent,  le  cliifTre  lu  sur  l'écbelle  ne  doit  pas  va- 
rier. 

Supposons  les  encastrements  absolamenl  efficaces, et  admet! 
tons   (]ue,  par  uue  action  extérieure,   le   prisme  se  trouvM 
déformé  de  telle  sorte  que  l'axe  longitudinal  ait  la  forme  indt-l 
quée  sur  la  figure  65.  Nous  allons  déterminer  quelle  doit  ètroj 


rintensité  des  forces  P  pour  que  celles-ci  soient  eu  étal  d»j 
maintenir  lo  prisme  dans  l'état  indiqué,  lorsque  l'aclioa  exté- 
rieure qui  produit  ce  dernier  cesse. 

Pour  simplifier,  nous  admetirons  que  l'axe  du  prisme  était  t 
l'origine  rigoureusemeul  rectiligne  et  qu'il  coïncidait  avec  1 
ligne  d'action  des  forces  1'. 

Soit  Mo  le  moment  du  couple  qui  se  développe  dans 
sections  d'encastrement;  nous  avons,    pour  le  moment    dJ 
flexion    dans  une  section  transversale  d'abscisse  x,  rcxpraaf 
sion  : 

M  =  Mo  +  Py  ; 
Téquation  différentielle  de  la  ligne  élastique  sera  donc: 

L'intégrale  générale  est  de  la  forme  : 
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y  =  A  sia  ax  -j-  D  cos  m: p-» 

1  où,  comme  précédemmeat: 

«Vf- 

Pour  délermiaer  les  conslaiiles  d'inlégralion  A  et  B,  nous 
gavons  les  relations  : 

y=  0  pour  X  =  o 

et,  par  suite  de  l'encastreinent, 


I  nous  tirons  de  la  première  ; 


ponr  ar  ^o,  il  vient  : 
I  el,  pour  x^  l. 


A=  0, 


B  »  sin  «/  ^  ( 


Or,  ni  B  ni  *  ne  sont  nuls,  il  faut  donc  que  sin  a.l^o. 
L'angle  ct/n'esl  certainement  pas  nul;  pour  que  l'élal  d'équi- 
.  libre  admis  puisse  subsister,  il  faut  donc  que  la  force  P  attoi- 
Igoe  une  valeur  telle  que  a/ soit  égal  à  -  ou  à  un  multiple.  Si 
■Von  prend  al  =  r,,  la  condition  :  y  =  o  pour  3:=  /,  dont  nous 
ji'avoQS  pas  tenu  compte  jusqu'ici,  n'est  pas  remplie.  Cette 
Vsolution  lil  t=7z  correspondrait  donc  au  cas  où  l'extrémité 
tdroile  du  prisme  pourrait  se  déplacer  dans  le  sens  des  y,  sans 
Rtoutefois  pouvoir  effectuer  de  rotation.  AGn  de  satisfaire  k 
lia  condition  y  ^  o  pourT:=  /,  nous  devons  avoir  encore  : 
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Beos«/— 1^=0 

c'csUà-dire  cos  a/  =  + 1  cl  non  —  1 ,  comme  ce  serait  le  c 
potirï/  =  -.  Il  faut  donc  choisir,  pour  qu'il  y  ail  (équilibre,] 
l'inlcnsilé  des  forces  P  ilo  leilp  sorte  que  a/ =  2-.  Si  I'ddJ 
remplace  k  par  sa  valeur  dans  celle  relation,  on  en  lire  : 

p  =  4îT*ïï.  (26! 

Si  Pesl  plus  petit  que  la  valeur  ci-dessus,  le  prisme  revici 
dans  son  élal  initial  ;  si,  au  contraire,  P  est  plus  g'rand,  la  di- 
formation  va  s'accenluanl  de  plus  en  plus  jusqu'à  la  ruplitre.  ~ 
On  voit  que  la  charge  crilique  est,  toules  choses  égales   d'ail- 
leurs,  4  fois  plus  grande  que  pour  un  prisme  donlles  extrémi- 
tés sonl  simplement  Tixes.  De  m^me  que  dans  le  cas  précédaatj 
la  rupture  se  produil  dt^jà  sous  l'influence  d'une  charge  moiv 
dre  et  cela  pour  les  mi^mes  raisons.  On  pourrait  natureltomen 
refaire  k  ce  sujet  les  mf^mes  calculs  que  plus  haut;  nous  y  r 
nonçons  cependani  pour  ne  pas  allonger  inutilement. 

09.  Priwnte  cucnatrv  à  une  ostréiuitt*  Pi  iudiiI  à  l'na 
(ru  il'unv  gllasiÈre  neperuiL-tlnnl  uu  ilcplneemenl  qu 
«InuH  le  Hen»  de  l'ame  longUndlnal.  —  La  marche  à  suivi 
esl  la  mi}me  qu'à  l'article  précédent.  L'action  de  la  glissîël 
peut  être  représentée  par  une  force  V  agissant  paralltilemenl  | 
l'axe  des  y. 


Le  moment  fléchissant  dans  la  section  transversale  d'ab»cisi 
X  est  par  suile  : 

M  =  P.y  —  V.f , 


I  '^'y . 


•  Pj/  +  Vx. 


è.1- 
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Eq  inlégrant  il  vient  : 

y=  Asinax+  Bcos  olx  +  -^x  ; 

expression  dans  laquelle  a  conserve  la  même  signification  que 
précédemment. 
Nous  avons  : 

y  =  0  pour  X  =  oely  =  o  pour  ar=  /, 
d'où  nous  concluons  : 

B  —  o;    A  =  — =^ 


Psincc/' 

les  constantes  d'intégration  sont  ainsi  déterminées.  Il  reste 

encore  à  satisfaire  à  la  condition  -^=0  pour  x  =  L 

dx         ^ 

B  étant  nul,  nous  obtenons  en  différenciant  y  : 

-^  =  Aacosaa:  +  --  ; 
dx  P 

pour  a:=  /,  nous  devons  donc  avoir  ; 

.  ,   ,   V  Va/cos«/       V 

En  résolvant  par  rapport  à  V,  il  vient  V  =0  et  par  suite 
y=^o.  C'est  là  naturellement  une  solution  possible,  savoir 
celle  dans  laquelle  le  prisme  reste  rectiligne  malgré  Tinfluence 
do  la  charge.  L'équation  précédente  est  encore  satisfaite  pour 
une  valeur  quelconque  de  V,  si 

ce/  cos  td I 

sinaZ  ' 

c'est-à-dire  si  : 

Cette  équation  transcendante  possède  un  nombre  infini  de 
solutions.il  nous  suffit  de  connaître  la  plus  petite  d*entre  elles, 
après  a/ =  e>,  puisque  nous  cherchons  simplement  la  valeur 
que  P  doit  atteindre  pour  maintenir  le  prisme  dans  un  état  de 
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déformation  donné.  Celle  solution  est    très  approximative- 
ment : 

a/=  4,49, 

donc  a*/*  =  20  environ  ;  par  suite,  tenant  compte  de  la  valeur 
de  a,  nous  trouvons  : 


P  =  20f. 


(270) 


Cette  valeur  de  P  est  sensiblement  ég^e  au  double  de  celle 
trouvée  pour  un  prisme  à  extrémités  fixes  non  encastrées  et 
à  la  moitié  de  celle  correspondant  à  un  prisme  encastré  aux 
deux  extrémités.  On  pourrait  aussi  dire  que  le  prisme  consi- 
déré peut  supporter  la  même  charge  qu'un  prisme  de  même  sec- 
tion, à  extrémités  fixes  mais  non  encastréeSj  dont  la  longueur 

serait  -= . 

On  fait  assez  souvent  usage  de  cette  comparaison  entre  la 
longueur  d'un  prisme  chargé  debout  dans  un  cas  quelconque 
avec  celle  qu'il  pourrait  au  maximum  avoir  si,  supportant  la 
même  charge,  il  avait  ses  extrémités  fixes  et  non  encastrées. 

tOO.  —  Prisme  ehar^é  debout  et  traTaillant  «inialta- 
Dénient  à  la  flei^ion.  —  Supposons  la  flexion  produite  par 
une  force  Q  agissant  au  milieu  du  prisme,  le  moment  de  flexion 


P^ 


dans  la  section  d'abscisse  x  est  : 


M=Jx  +  Py, 


par  suite  : 
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Donc  : 


^' g = -  (?- ^  r^)- 


y  =  A  sin  aar  4-  B  cos  aa: -^x. 


La  ligne  élastique  se  décompose  en  deux  branches  qui  se 
raccordent  au  milieu.  En  raison  de  la  symétrie,  il  suffit  de  dé- 
terminer A  et  B  pour  Tune  des  branches,  par  ex.  celle  de 

gauche.  Pour  a:  =  0,  y=o  et  pour  a:  =  - ,  -^  =  o.  La  pre- 

2        eue 

mière  de  ces  conditions  donne  : 

B=o, 
et  de  la  seconde  résulte  : 

A=:— Ç 


îPec  COS  -  • 

2 


En  introduisant  ces  valeurs  dans  l'expression  d'y  et  en  fai- 


sant x=i  r-  nous  obtenons  la  flèche  : 

2  • 


f=w.{-4-d-      (^"> 


Cette  formule  donne  une  valeur  infinie  pour  /",  si 

ul 
2 

En  tenant  compte  de  la  valeur  de  a,  nous  trouvons  pour  la 
valeur  correspondante  de  P  : 

P  =  .«5Î 

Ainsi,  d'après  ce  résultat,  la  flexion  n'influencerait  pas 
la  valeur  de  la  charge  qui  produit  le  flambement.  Cette 
conclusion  n'est  toutefois  pas  tout  à  fait  exacte;  en  eflel,  la  for- 
mule est  établie  dans  Thypothèse  que  toutes  les  déformations 
sont  parfaitement  élastiques  ;  or,  il  se  peut  fort  bien  que  les 
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actions  muléculaires  dévi-loppées  par  suite  île  la  f1<?sina  dé- 
passeul  la  limite  d'élasticité  de  la  matiiïre,  bien  avant  que  Icsfl 
Forces  P  aient  aUeint  la  limite  critique,  et  naturellement,  sitdlj 
que  la  llmilo  d'élnslicité  est  ntlointe,  la  formule  n'est  plus  a 
plieabtu,  puisque  lu  loi  de  proportionnalilé  entre  les  déformai 
lions  et  les  actions  molécuIaires,sur  laquelle  elle  repose  împliJ 
citemenL,   n'est  plus  remplie.  De  même  qu'à  l'article  97  noni 
avons  trouvé  la  charge  critique  réelle  Pk  <  Pe.  de  même  ici,  I 
celte  cliarge  critique  doit^tre  plus  petite  que  la  valeur  fouraiftl 
par  la  formule  d'Euler,  et  cela  d'aulanl  plus  que  lu  force  Q  e 
plus  grande. 

En  utilisant  les  mûmes  notations  qu'à  l'article  97,  la  valeurJ 
du  travail  élastique  dans  une  libre  de  la  seclioD  transversale  f 
médiane  du  prisme  est  donnée  par  la  formule  : 


"-ï-(^-^'V)î. 


/étant  défini  par  (271).  Si,  après  avoir  encore  remplacé  itparl 
sa  valeur,  et  pris  R  =  R',  on  résout  cette  équation  pur  rap- 
port à  P,  on  obtient  Pk. 

11  se  présente  toutefois  une  Hifliculté  :  l'équation  est  traos^ 
cendante.  Le  plus  simple,  dans  le  cas  particulier,  est  do  rem-l 
placer  d'abord  ta  formule  (27lj  par  une  formule  approchifiteni 
introduisant  uu  lieu  de  la  tangente  trigonomélrique  son  déve-l 
loppement  en  siîrïe.  On  a  : 


"  2835" 


celte  série  est  convergente  pour  a; ^■^.  Dans  les  calcula  pra- 
tiques de  résistance,  OQ  considiire  en  général  des  charges  plus! 
petites  que  la  cliarge  de  rupture,  car  l'on  prend   toujours  u 
ciicfricient  do  sûreté  assez  graud.  Par  conséquent,  —  est  lou-j 

Jours  plus  petit  que-  elmfime  le  plus  souvent  plus  petit  qoffl 
l'unité.  Dans  ces  conditions,  la  série  converge  assez  rapidcJ 
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Jbuiil.  de  sorlc  qu'il  suflil  de  prendre  les  trois  premiers  termes 
pu  développemeul.  L"équalion  (271)  devient  alors  : 

mu,  si  l'oit  met  pour  k  sa  valeur  : 


(272) 


Le  premier  terme  de  l'expression  ci-dessus,  repi 
iRèclie  du  prisme  lorsque  P  ^  o,  il  est  en  effet  identique  à 
l'espression  trouvée  précédemment  (formule  83).  Désignons 
Kelte  fliichG  par  fo^si  nous  remarquons  de  plus  que  10  est  très 
Ben3iblcment%al  àn',nous  pouvons  écrire  le  second  membre 
ne  la  parenthèse  sous  la  forme  p- ,  de  sorte  que  nous  avons 
finalement  : 

Pk+P 


/  =  fo 


Pk 


(273) 


si  nous  faisons  R  =  R'  et  si  nous  mulliplious  par  F 
les  deux  membres  de  l'expression  établie  pour  R,  celle-ci  de- 
rioiil  (P'  =  HF): 


1"=P- 


l<" 


•k+  P 

i'E 


a)¥- 


.Nous  pouvons  maintenant  la  résoudre  sans  difficulté  et  ob- 
tenir ainsi  la  charge  critique  réelle  Pk.  Le  calcul  est  e^iacle- 
(nent   le    même  qu'à  l'article  97,    nous  nous  abstiendrons 
Vdonc  de  le  poursuivre. 

toi-  Forntale  empirique  de  Kavior,  Sehnarx  et  Rau- 

lltlne.  —  La  théorie  des  prismes  chargés  débouta  passé  par 
[des  phases  assez  curieuses.  Quoique  l'une  des  plus  anciennes 
[dd  la  résistance  des  matériaux,  la  formule  d'Euler  a  été  recon- 
pue  exacte  seulement  depuis  un  petit  nombre  d'années  ;  on 
kontînue  même  h  témoigner  dans  certains  milieux  une  pro- 

I  fonde  méfiauce  à  l'égard  des  résultats  qu'elle  fournil. 


au  CHAP1THB  X 

Ce  rejel  il'iinu  formule,  basée  sur  une  théorie  mathémalfl 
(|ueà  laquelle  on  no  pouvail  trouver  li 'erreur  et  titablied'aprd 
les  mômes  hyputh«!ses  que  telle»  admises  pour  il'aatres  i 
culs  (le  résistance,  p&rait  h  première  vue  étrange,  La  raisd 
en  est  copeiidant  bien  simple  :   celte  formule  ne  pouvait  s 
corder  avec  l'habitude  ancierme  de  mesurer  escliisivemeDl  I 
degré  de  sécurité  d'une  conslniclion  en  indiquant  les  cbai^e^ 
pratiques  maxima    auxquelles    les  difTérontes   pif>ces    élaieo) 
soumises.  Il  osl  livideal  on  offel  que  dire  :  le  Iravail  du  fer  1 
la  compression  ne  doit  pas  dépasser  "lOO  à  1.000  kg.  parcmV 
ne  signilic  rien  s'il  s*agit  d'un  prisme  chargé  debout,  car  si  I 
prisme  osl  très  long,  ce  travail  peut  déjà  correspondre  à  om 
charge  égale  ou  même  supérieure  k  celle  qui  produit  le  flai 
bement.  11  était  donc,  en  parliculier,  Iil's  diOlcilc  d'cmployel 
la  formule  d'EuIer  tout  eti  observant  h  la  lettre  tel  ou  tel  rëgln 
menl  officiel  prescrivant  la  charge  pruliijue  ."i  admettre  pu 
unilé  de  surface.  C'est  eu  grande  partie  pour  celte  dernièJ 
raison  que  l'on  préférait  l'emploi    des  formules  empiriquJ 
BTeo  lesquelles  cette  difficulté  n'esislail  pas,  et  c'est  i 
pourquoi  l'usage  de  ces  formules  s'est  si  longtemps  maintenid 

Il  n'en  est  pas  moins  élounanl  qu'au  lieu  d'entrepreodra 
des  essais  pour  vérifier  re.\actitude  de  la  formule  rl'Ealcr,  oj 
ait  longtemps  préféré  faire  usage  de  formules  empirtquei 
reposant  sur  une  base  beaucoup  moins  solide.  Un  fait  (|d 
montre  bien  le  peu  d'importance  accordée  h  la  forniole  d'Enlej 
est  lesuivant  :  l'auteur  so  souvient  d'avoirjorsqu'ilfaîsail  s 
éludes,  suivi  un  cours  de  résistance  des  matériaux  douoé  ptt| 
un  boramcémineiit,  dans  lequel  celte  formuleétail  eatiferemeol 
passée  sous  silence. 

Les  travaux  de  Bauschinger,  publiés  en  1878,  el,  plus  r^ 
ccmmenl,  cous  entrepris  &  la  station  fédérale  d'essais  poor  1( 
résistance  des  matériaus  &  Zurich,  par  son  directeur,  U.- 
Telmajcr,  out  montré  que  les  résullals  obtenus  par  la  formula 
d'Euler  concordent  bien  mieux  avec  reux  de  la  pratiqna  qild 
lus  valeurs  fournies  par  la  formule  empirique  en  usage.  Tond 
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Wifis  travaux  récuols  parus  sur  la  quesliou  arrivent  égalemenl 
fà  la  même  conclusion.  L'accord  parait  dcuc  s'âlre  fait  sur  ce 
I  point,  que  la  fortnulu  d'Euler  est  le  résullal  de  la  théorie 
|. exact»  de  la  compression  des  prismes  chargés  debout. 

£lant  donné  riinporlancc  qu'a  eue  la  rormiilo  empirique, 
I  uoiiB  croyons  bon  d'eu  dire  deux  mots.  Elle  a  été  établie  do 
différeitlfis  façons  et  Jt  diverses  époques,  et  porte  par  siiiite  les 
I  noms  de  formule  de  Sc/iwarz,  de  Ittm/cine  ou  de  Navicr, 

Pour  l'établir,  on  part  de  riiypolhèse,  parfaitement  justiKée 
[  d'ailleurs,  que,  par  suite  des  irrégularités  de  l'axe  longiludi- 
[  oal  et  du  défaut  de  centrage  des  forces  P,  LouL  se  passe  comme 
I  si  celles-ci  agissaient  a  l'extrémité  d'un  bras  de  levier;).  Ce 
\  dernier  est  naturellement  inconnu,  on  pose  arbitrairement  : 

P  =  -'i-  (215) 

Dans  celle  expression  x  désigne  une  coiislante  qui  doit 
,  Jlre  déterminée  par  l'expérience.  Pour  jusIiGer  la  formule 
I  ci-dessus,  on  peut  dire  que  les  erreurs  que  doit  représenter  ;> 
}  sont  généralement  d'autant  plus  grandes  que  /est  plus  grand 
comparativement  k  la  dislance  a  de  la  fibre  la  plus  extérieure 
I  h  l'axe  neutre,  mais  il  est  évident  que  l'on  pourrait  tenir 
I  compte  de  ce  fait  d*one  tout  autre  façon,  et  que,  par  suite, 
I  réqnalion  (273)  est  fortement  entachée  d'arbitraire. 

Une  fois  la  relalion  (275)  admise,  le  problème  se   trouve 
,  ramené  à  celui  de  la  flexion  d'un  prisme  sous  l'action  de  for- 
ces paralif-les  à  l'ase.  L'intensité  du  travail  élastique  dans  la 
I  fibre  extérieure  est  donnée  par  la  relalion  ; 

où  /  désigne  le  plus  petit  rayon  de  gyralion   de   la  section 
'  Iransversale.  Si  l'on  entend  par  R  la  charge  pratique  du  la  ma- 
tière, ou  trouve   pour  la  charge  totale  que  peut  supporter  le 
prisme  ; 

P=— ^5— - 


I 


[277) 
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Telle  est  Irt  formiilG  qu'il  a'agissaîl  d'établir.  Si  ie  fait  d 
donner  la  charge  lolale  que  peul  supporUT  le  prisme  ea  fana 
tion  lie  1.1  charge  pratique  de  la  matière  doit  réellemenl  (In 
considéi't!  comme  un  avaalag'e,  il  est  certain  quo  c«ttc  rormali 
le  poiisiide.  Il  nous  paraît  toutefois  qua  la  question  de  savoid 
commoEii  SCS  n^sultals  concurdont  avec  ceux  de  la  pratiqua  e 
intinimpnl  plus  importante  ;  or,  nous  avons  d6jà  dit  plas  haoj 
que  cotte  comparaison  ne  tourne  pas  k  l'avantage  de  l'équalion 
(377).  Il   est  naturollcmonl  toujours  possible  de    faire   con^ 
corder  les  résultats  do  cette  formule  avec  ceux  d'un  cerlaio! 
nombre  d'essais,  il  suffit  de  choisir  coiivenablemont  x.  A  céM 
point  de  vue,  toutes  les  formules  qui  contiennent  des  constanlMl 
tlélermin(!cs  à  l'aide  d'expériences  ont  un  avantage  «ur  cetlesl 
qui  sont  établies  d'une  manièro  rationnelle  comme  la  formulftl 
d'Euler,  car  si  ces  dernières  reposent  sur  de  fausses  liypothiisetij 
un6  seule  expérience  suffit  pour  en  démontrer  l'inexactitudeJ 
Il  est  certain  également,  qu'on  pourra  employer  sans  inconvéï 
nient  la  formule  (277)  dans   tout  un  groupe  de  cas  plus  ot^ 
moins  semblables,  si  l'on  a  soin  de  prendre  pour  x  une  valcud 
résultant  d'essais  exécutés  dans  des   conditions  analogaesJ 
L'équation  (377)  ne  pourrait  avoir  d'importance  au  point  da] 
vue  scientiGque  que  si  la  constante  x  ne  di'pcndait  que  de  la| 
matière  et  ne  variait  pas  avec  la  longueur  du  prisme.  Or,  il  a 
n'en  est  pas  ainsi  ;  les  essais  de  M.  de  Tetmajer  démontrent  I 
absolument  le  contraire.  Dans  chaque  cas  particulier,  il  faot| 
donc  introduire  une  valeur  nouvelle  pour  x,et  la  plus  ou  moins 
graiide  exactitude  du  résultat    dépend    ossenliellcmenl   àt^ 
choix  plus  ou  moins  juste  de  la  valeur  de  x. 


•  •9  FlAtnbentont  d'uu  prisme  (rè«  loug  (ravalllnnifl 
h  In  lorwlnn.  —  Le  cas  des  [insmescbargés  debout  est  cerlai-j 
nemeiit  le  cas  d'équilibre  instable  le  plus  inipoilant  que  l'oni 
rencontre  dans  la  pratique.  Il  en  cxislo  cependant  d'autren 
encore  :  nous  en  avons  déjà  traité  un  &  l'article  68,  nous  allons! 
en  voir  encore  un.  U  s'agit  do  l'étal  d'équilibre  instable  d&ual 
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leqiiûlse  Irouve  un  prisme  de  section  cÏE'cukire,  Ircslongcom- 
gtaralivcmcnl  à  ses  dimensions  transversales,  (!t  travaillauL  h  la 
torsion.  Ce  problème  a  été  traité  pour  la  pr<>mièrc  fois  par 
Dreenliill.  Le  prisme  en  question  se  trouve  dans  un  étal  analo- 
gue k  un  prisme  chargé  debout.  Sitôt  que,  par  une  cause  acci- 
|Aenlelle.  l'a^e  longitudinal  vient  à  pcrdrti  sa  forme  initiale 
ffigoureusenieni  rcctiligne,  les  ck^formations  augmentent  de 
jilus  en  plus,  jiisqn'à  ce  qu'enllii  la  rupture  se  produise.  Nous 
|iouvoDs  donc,  parler  d'un  flambement  du  |M-ismL'. 

Chacun  connaît  du  reste  le  pbénotnène  pour  l'avoir  essayé 
■non  sur  im  fil  métallique,  mais  avec  un  cordon  ou  une  ficelle; 
^lorsqu'on  tord  une  ficelle  incomplètement  lcndue(cc  qui  équî- 
^Taut  fi  la  déformation  accidentelle  du  prisme),  celle-ci,  lorsque 
a  torsion  a  atteint  un  certain  degré,  tend  à  se  déjeler  et  a'en- 
liroulc  sur  elle-même  si  on  en  lAcbe  les  estrémilés.  On  observe 
laussi  assez  souvent  dans  les  essais  de  torsion  pratiqués  sur  des 
l'fiU  mélaltiques  des  effets  analogues. 

Nous  emploierons  pour  l'étude  du  cas  présent  la  même  mé- 
Kthode  que  celle  que  nous  avons  utilisée  dans  les  arlicles  qu. 
jirécèdont.  Nous  déterminerons  la  valeur  du  moment  de  tor- 
sion M  qui  est  nécessaire  pourmaintenir  une  déformation  pro- 
Iduite  par  une  cause  extérieure.  Sous  l'inlluence  d'un  mumenl 
!  torsion  inférieur  à  M,  le  prisme  reprendrait  sa  forme  pri 
nîlivc;  sous  l'action  d'un  moment  plus  grand  que  M,  au 
Matrairo,  les  déformations  vont  en  croissant,  La  valeur  M 
freprésento  donc  le  moment  de  torsion  critique  du  prisme  con- 
lidér*;. 

Supposons  que,  par  suite  de  la  déformation  accidentelle 
||u'ïl  a  subie,  l'axe  du  prisme  se  soit  transformé  en  une  bé- 
Kce  à  grand  pas,  telle  que  celle  qui  est  représentée  sur  la 
igure  6S  (sur  cette  dernière,  on  a  indiqué  en  outre  le  cylin- 
ire  de  l'hélice;  il  u>i  faut  pas  confondre  ce  cylindre  avec  le 
Etrisine  lui-même,  qui  n'est  pas  représenté  sur  la  bgnre).  Ad- 
pelions  de  plus  qu'fi  l'état  initial  l'a-xe  longitudinal  du  prisme 
iûïnciilc  avec  la  génératrice  X  du  cylindre;  il  faut  en  elTct  que 


L  axe  coïiirida  avec  une  des  génératrices  puisque  les  ezlr 
mitéa  «lu  prisme  sonl  fixes. 

McnoQs  nnfl  section  Iransversale  (juelcoaqae  mm  •  le  mi» 


t 

- 

j 
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Fig.  «8. 

ment  de  torsion  supposé  M  peut  ôlre  représenlé  par  un  vec 
tear  parallèle  à  l'aso  dos  X  (on  sait  en  efrct  que,  dans  n 
théoHo  dos  vecteurs,  un  roupie  est  représenté  par  un  vccteaT 
perpendiculaire  au  plan  du  couple   et  de   longueur  ^^alc  i 
moment  de  celui-ci).  Décomposons  ce  moment  en  deux  coifl 
posantes,  dirigées    l'une    suivant  la  tangente  h  l'hi^lice  i 
l'autre perpcndiculairomenl  à  celle-ci  dans  le  plan  de  las 
lion.  La  première  composante  produit  la  torsion  du  prisme) 
tandis  que  l'autre,  si  M  est  assez  ^^rand,  coDlriboe  è.  i 
tenir  la  flexion  ilel'axe  longitudinal. 

Menons  encore,  perpendiculairement  à  l'axe  t,  deux  axes  d 
coordonnées  rectangulaires  y  et  s.  Soil  a,  p,  y,  les  angles  d 
la  tangente  i  l'hélice  avec  les  ases  de  coordonnées.  Nous  ponj 
vons  poser  avec  une  approximation  suflisaiile  : 

cos  a  =  1  ; 
par  contre  : 


=  11.,      cosY  = 


ds 


yet  I  désignant  les  coordonnées  du  point  considéréde  l'hélice, 
et  d&  on  arc  élémentaire  du  celle-ci.  Décomposons  mainl*^ 
nanl  Iv  vecteur  M  en  3  composantes  :  l'une  dirigée  suivant  I 
tangente  el  les  deux  autres  suivant  les  axes  des  y  et  de*  4 
nous  aurons  pour  ces  dernières  ; 
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My  =  M  COS  8  =  M  3^ 

dz 


Mi  =  M  COS  Y  =  M 


ds 


Le  vectear  My ,  qui  est  parallèle  à  Taxe  des  y,  tend  à  pro- 
daire  une  Qexion  dans  le  plan  xz  ;  inversement  M^  tend  à  flé- 
chir Taxe  dans  le  plan  xy.  L^action  simultanée  de  ces  deux  cou- 
ples produit  la  double  courbure  de  laligne  élastique. En  vertu 
du  principe  de  superposition,  nous  pouvons  considérer  sépa- 
rément les  actions  de  My  etMz  et  ajouter  ensuite  géométrique- 
ment les  résultats  ;  nous  avons,  par  conséquent,  les  deux 
équations  : 


dx^ 


ds 

"  ds 


Il  est  nécessaire  de  vérifier  les  signes  dans  ces  deux  équa- 
tions. Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  y,  ^}  -?,  -p-  ^  de 


même  que  My  et  Mz  soient  positifs.  Admettons  que  le  signe 
positif  du  couple  corresponde  à  un  sens  de  rotation  analogue  à 
celui  des  aiguilles  d^une  montre,  on  voit  que  My  tend  à  faire 


'-^^H 
^ 
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tourner  Taxe  des  x  vers  Taxe  des  w,  tandis  que  M^  tend  à 
produire  un  mouvement  de  Taxe  des  y  vers  Taxe  des  x.  Par 
rapport  à  Taxe  des  x,  les  deux  rotations  sont  donc  de  signes 
différents. 

11  faut,  par  suite,  introduire  My  et  M^  avec  des  signes  diffé- 
rents dans  les  équations  précédentes.  La  question  de  savoir 
lequel  des  deux  est  positif  et  lequel  négatif  dépend  des  hypo- 
thèses faites  au  sujet  des  signes  ;  ce  point  n'a  du  reste  pas 
d'importance  pour  les  résultats  que  nous  voulons  établir. 
Posons  enfin  (is  =  dx\  les  équations  précédentes  prennent 
alors  la  forme  : 

la  première  fournit,  après  intégration  : 

en  substituant  dans  la  seconde,  nous  pouvons  écrire  : 

Uintégrale  générale  de  cette  équation,  qui  est  de  la  même 
forme  que  celle  qui  conduit  à  la  formule  d'Euler,  est  : 

El 

y  =  A  sin  px  4-  B  cos  P^  —  G  -,  (280) 


dans  laquelle 

Kl 


P=±S-  (281) 


On  trouverait  une  expression  de  môme  forme  pour  z,  comme 
on  le  voit  immédiatement  si  Ton  élimine  y  au  lieu  de  z  dans 
les  équations  (278). 

Pour  x=  0  et  a:  =  /,  y  =  0,  il  faut  par  suite  que  les  cons- 
tantes d'intégration  A  et  B  aient  les  valeurs  ci-dessous  : 
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B=  C^— ^  A  — ^^*  — cos  jS/) 

M~p'        ^  13  sin  13/      ' 

donc,  finalemenl  : 

La  constante  C  est  encore  inconnue.  Différencions  y  deux 
fois  et  substituons  la  valeur  trouvée  dans  la  seconde  des 
équations  (278)  ;  cette  dernière  devient  : 


d'où,  eninlégrant, 

z=  ^  [^(cos  p/-  l)+sin  px]  +K.      (283) 

Nous  devons  aussi  avoir 

z=^o  pour  x=^o  Q{  X=zl\ 

la  première  de  ces  conditions  permet  de  déterminer  K, 

.  C(i-cospO. 

I3sin(3/      ' 

de  sorte  que  z  devient  : 

C  r(i  -  cos  M  ;(i  -  cos  p/)   .  ^,^^^1  . 

^  ="?  L ^^l +smpxj.  (284) 

La  seconde  condition  montre  que  Tétat  d^équilibre  admis 
est  maintenu  quel  que  soit  C,  pourvu  que  la  relation 

(1— cosp/)*  +  sin*p/=o 

soit  satisfaite.  Pour  qu'une  somme  de  carrés  soit  nulle,  il  faut 
que  chaque  terme  le  soit  séparément,  nous  devons  donc 
avoir  : 

cosp/=4-l,         sinp/=o. 

Celte  condition  est  remplie  lorsque  P  est  tel  que  p/=  27r. 
Si  Ton  tient  compte  de  la  valeur  de  p,  on  peut  écrire  la  rela- 
tion : 


N 
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d'où: 


El  ' 


M  =  2t:  ^^  (285) 


Telle  csl  la  valeur  que  le  moment  de  torsion  ne  peut 
dépasser  sans  qu'un  flambement  du  prisme  se  produise. 

Il  est  possible  de  donner  ce  résultat  sous  une  autre  forme. 
Nous  avons  trouvé,  (formule  233)  pour  Tangle  de  torsion  pro- 
duit par  le  moment  M,  l'expression  : 

2M/  _  M/ 

'^  ^  ira'G  ~  21G  ' 

en  introduisant  dans  cetle  formule  la  valeur  M  de  Téqua- 
tion  (285),  nous  obtenons  : 

E  2(m  +  4)  .       . 

Acp  =  7r-  =  7r— jjj—  (286) 

Ce  n^est  donc  que  lorsque  Tangle  de  torsion  est  plus  grand 
que  2  Tz  que  le  danger  de  flambement  est  à  craindre.  Pour  un 
prisme  en  acicr^  il  faudrait  par  conséquent  que  la  longueur  fût 
environ  égale  à  3.000  diamètres  pour  que  la  rupture  par  flanci- 
bement  se  produisit  avant  celle  provenant  de  la  torsion.  H 
faut  remarquer  toutefois  que  diverses  circonstances  acces- 
soires, dont  nous  n'avons  pas  tenu  compte  (courbure  initiale 
de  Taxe  longitudinal,  etc.),  peuvent  avoir  pour  couséquence 
une  diminution  considérable  de  la  longueur  à  partir  de 
laquelle  il  y  a  danger  de  flambement.  Donc,  à  ce  point  de  vue 
encore,  le  cas  que  nous  venons  de  traiter  est  absolument  sem- 
blable à  celui  des  prismes  chargés  debout.  Etant  donné  la 
moindre  importance  pratique  de  ce  problème,  nous  n'entre- 
rons pas  dans  plus  de  détails. 
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EXERCICES  SUR  LE  CHAPITRE  X 

Exercice  45.  —  A  partir  de  quel  rapport  entre  la  longueur 
4  du  prisme  et  le  côté  a  de  la  section,  y  a-t-il  danger  de  flam- 
brment  pourun  prisme  de  section  carrée,  si  F  on  se  hase  sur  la 
formtde  d'Exiler  ? 

Solution.  Il  suffit  de  poser 

R'  désignant  la  limite  d'élasticité  de  la  matière  pour  la  com- 
pression. On  a  F  =  a',  I  =  —,  il  vient  donc  : 


=  anJ^. 
V  i2R' 


Si  l'on  prend  par  exemple  E  =  2.100.000,  R'  =  2000  kg. 
parcm',  valeurs  correspondant  à  l'acier  doux,  on  Irou-ve  : 


On  suppose  que  les  extrt^mit^s  du  prisme  sont  fixes  et  non 
encastrées.  Le  calcul  à  la  compression  proprement  dite,  même 
lorsque  le  rapport  -  est  inférieur  à  la  limite  trouvée,  est  tou- 
jours peu  sûr,  il  est  donc  de  beaucoup  préférable  d'employer 
dans  ce  cas  la  formule  de  Tetmajer.  —  Ou  opérerait  d'une 
fa^n  analogiie  pour  d'aulrca  formes  de  section. 

Exercice  46.  —  Déterminer:  Va  l'aide  de  la  formule  d'Eu- 
1er,  2*  avec  celle  de  Schioarz,  la  charge  que  peut  supporter 
sans  danger  une  colonne  circulaire  en  fonte  de  6  m.  de  hau- 
teur et  de  20  cm.  de  diamètre.  Les  parois  ont  2  cm.  d'épaisseur 
E  =  i  .000.000  -f^.  par  cm',  R  =  700  kg.  par  an\  x  =  0,0002. 

Solution.  Nous  avons  : 

F^ït{10'— 8»)=U3cm», 
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I  =  ^  (10*  —  8*)  =  4630  cm',  t'=^  =  41  cm». 

Pour  Tapplication  de  la  formule  d'Euler,  nous  supposerons 
que  rcxlrémilé  supérieure  de  la  colonne  csl  maintenue  fixe 
par  la  conslruclion  qu'elle  porte.  11  y  aurait  naturellement  lieu, 
dans  un  cas  concrel,  de  s'assurer  que  celte  hypothèse  est  bien 
réalisée  ;  si  elle  ne  Tétait  pas,  nous  devrions  introduire  le 
double  de  la  longueur  du  prisme  dans  la  formule.  Il  est  en 
tous  cas  préférable^  pour  plus  de  sécurité,  de  ne  pas  tenir 
compte  d'un  encastrement  possible  des  extrémités.  D'après 
la  formule  d'Euler,  la  charge  critique  est 

P.=  ..|'  =  ,o'.î^=m.60«kg. 

Si  nous  prenons  un  coefficient  de  sécurité  égal  à  6,  nous 
obtenons  la  charge  pratique  : 

P  =  ^=2i.400kg. 

0 

Avec  la  formule  de  Schwarz  on  trouve  : 

P  =  J^,.  =  _lliX700  28.600  kg. 

1  +  y.  -  -  *        600»  ° 

^   n        1  +  2X10  X    -^ 

Nous  donnerions  la  préférence  au  premier  résultat,  mais  le 
second  pourrait  aussi  être  employé  à  la  rigueur. 

Exercice  47.  —  Un  prisme  chargé  debout  est  encastré  à 
l'extrémité  inférieure.  L'extrémité  supérieure  est  lihre^  elle 
éprouve  toutefois  dans  ses  déplacements  latéraux  une  gène 
croissant  proportionnellement  à  ses  déviations.  On  peut  suppo- 
ser y  par  exemple,  cette  extrémité  reliée  à  des  barres  qui  s'allon- 
gent selon  la  loi  de  l'élasticité  lorsque  F  extrémité  du  prisme 
se  déplace.  Déterminer  la  charge  qui  produit  le  flambement. 

Solution,  Soit  yo  le  déplacement  de  l'extrémité  libre;  la 
gène  apportée  aux  mouvements  latéraux  de  ce  point  peut  être 
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représentée  par  une  force  horizonlale  H,  déGnie  par  la  rela- 
tion 

c  étant  une  constante  qu'il  faut  considérer  comme  donnée. 
Pour  une  section  transversale  d'abscisse  x  (les  abscisses  sont 
comptées  à  partir  de  l'extrémité  libre),  nous  avons  : 

}IL  =  VLx  +  ?{y-yo)\ 
Téquation  de  la  ligne  élastique  est  donc  : 

Uintégrale  générale  est  par  suite  : 


y  =  Asinaa;H-Bcos  ax  —  ô ^ox  H-  yo, 


où 


*  =  vli' 


Pour;r  =  o,  y=rzyo,  doncB  =  o. 

De  plus  y  =0  et  -  =  o  pour  y  =  /,  nous  avons  par  suite  les 
relations  : 

A  sm  a/ ^ — ]ryo  =  o 

Aacosa/ ^^^^  ^• 

En  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  A,  nous 
trouvons  : 

cZ—  P  c 

^  =  !/o  ;rz — ,  y         A  =  ?/o  r ,  ; 

^     P  Sin  al  '     Pec  COS  al 

pour  que  ces  deux  solutions  soient  identiques,  nous  devons 

avoir  : 

cl  —  P  c 


sin  al        a  COS  ul 

a? 
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OU,  si  Ton  exprime  P  en  fonclion  de  a  : 

La  plus  petite  racine  de  celle  équation  Iranscendanle  donne 
olI  et  par  suite  la  charge  critique  cherchée. 

Si  Ton  pose  c  =  oo  ,  le  prisme  est  fixe  à  l'extrémité  supé- 
rieure et  nous  retombons  sur  le  cas  qui  a  été  traité  en  détail  à 
l'article  99.  Si,  inversement,  nous  faisons  c  =  o,  le  prisme  est 
absolument  libre  à  Tcxtrémité  supérieure  ;  Téquation  précé- 
dente donne  dans  ce  cas  : 

lga/=-|-  00, 

«'=1 

et  par  suite  : 

^    —   4/1  ' 

comme  nous  Tavions  déjà  mentionné  au  commencement  de 
l'article  99. 

Exercice  48.  —  Considérons  un  prisme  chargé  debout ^  à 
exlrémilés  fixes  mais  non  encastrées,  et  supposons  qu'au  milieu 
on  en  diminue  la  section  transversale  sur  une  longueur  /,  de 
façon  que  le  moment  d^inertie  minimum  de  la  section  se 
trouve  réduit  de  la  valeur  1  à  la  valeur  V,  Comparer  la  résis- 
tance au  flambement  du  prisme  affaibli  avec  celle  du  prisme 
primitif.  On  suppose  que  la  longueur  l' est  petite  comparati- 
vement à  la  longueur  totale  l  du  prisme. 

Solution.  —  L'angle  que  forment  avec  la  verticale  les 
tangentes  de  la  ligne  élastique,  aux  extrémités  de  la  partie 
médiane  aflaiblie  du  prisme^  esl^  pour  un  moment  de  flexion 

donné  quelconque,  f r,)  fois  plus  grand  que  si  la  section  du 

prisme  était  constante.  Pour  obtenir  le  même  angle  avec  un 
prisme  dont  la  section  n'aurait  pas  été  affaiblie  (moment  d'iner- 
tie ==  I),  il  faudrait  que  la  longueur  de  la  partie  médiane  con* 
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le  k  /'-)-  /",  r  élaiit  une  longueur  définiu  par  la 


Irelalinn 


r  =  '- 


I  Si  ia  parlio   médiane  considérée  esL  relativement  couile,   la 
liliiche  au  milieu  du  prisme  ne  aéra  pas  beaucoup  plus  grande 
lilans  le  second  cas  que  dans  le  premier,  si  l'on  fail  coïncider 
Iles  ligues  élastiques  des  parties  exlrémes.  On  reconnaît  donc 
T  que  le  résultat  de  l'alTaiblissoment  de  la  section  transversale  osl 
le  mémo  que  celui  qu'on  obtiendrait  si  l'on  augmentait  la  lon- 
gueur du  prisme  de  /",  la  section  du  prisme  étant  conslaute. 
Etant  donné  cette  remarque,  il  esl  facile  de  calculer  la  charge 
I  que  peut  supporter  le  prisme. 

L'auteur  a  fuit  à  ce  sujet  une  longue   série  d'ess-aîs  et  ce 
I  »onl  précisément  les  résultats  de  ceux-ci  qui  l'uni  amené  à  la 
[  solution  que  nous  venons  d'indiquer.  Ces  résultais  onl  montré, 
f  comme  on  pouvails'y  attendre,  que  la  longueur  /'à  introduire 
dans  ie  calcul  est,  en  réalité,  un  peu  plus  grande  que  celle  de 
la  partie  à  section  réduite.  Il  est  en  effet  impossible  que  la 
matière,  dans  les  parlies  du  prisme    avoisiuant  la  portion 
médiane,  soit  bien  utilisée.  Les  essais  faits  portaient  sur  des 
coruiferes  ;  l'affaiblissement  de  la  section, pratiqué  sur  des  lon- 
gueurs variant  entre  25  et  60  mm.,  était  tel  que  I'  varinil  entre 
4/4  et  1/3  1.  Dans  ces  conditions,  il  fallait  augmenter  /'  de 
I  3  à  4  cm.,  pour  faire  concorder  les  résultats  du  calcul  avec  cens 
:  de  l'expérience. 


'.     ^-fr* 
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EQUATIONS    FOND.\MENTALES 

•OS.  Con«ldérati«tD»  géncFalei*.   —  Les  composantes 

s  actions  mol(5ciiIaires  qui  agissent  en  un  point  (jiiel conque 

d'un  corps  sonlliées  entre  elles  par  les  équations  (l)  et  (,.'))  que 


■^ 
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nous  avons  l'iablies  <laiis  le  chapitre  premier  en  nous  basant 
exchisivenieiil  sur  lt\s  conililioiis   universelles  de  Téquilibre. 
Les  relations  (4)  permellent  de  réduire  de  neuf  à  six  le  nom- 
bre des  composantes  inconnues.  Les  équations  (5),  les  seules 
que  nous  puissions  établir  à  Taide  des  lois  de  la  mécanique, 
sont  insuffisantes  pour  calculer  6  inconnues  :   le   problème 
consistant  à  déterminer  les  composantes  des  actions  molécu- 
laires est,  comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  précédemment, 
staliquemenl  indéterminé.  Pour  faire  cesser  cette  indétermi- 
nation, nous  avons  fail,   dans  les  chapitres  qui  précèdent, 
diverses  hypothèses  dont  nous  avons  justifié  l'emploi  simple- 
ment en  nous  basant  sur  la  concordance  des  résultats  qui  en 
découlent  avec  les  données  fournies  par  rexpéricnce.  Celte 
méthode  est  absolument  correcte  au  point  de  vue  pratique  ; 
parconire,  elle  est  insuffisante  au  point  de  vne  scientifique, 
car  elle  ne  permet  pas  de  ramener  l'explication  de  faits  et  de 
phénomènes  divers  à  quelques  principes  généraux.  C'est  au 
contraire  ce  qu'essaie  de  faire  la  théorie  mathématique   de 
Télasticité  :  elle  se  propose  de  déterminer  Tétat  élastique  d'un 
corps  sans  avoir  recours  à  d'autres  lois  qu'à  celles  de  l'équi- 
libre et  à  la  loi  de  TËIasticité.  Il  est  vrai  que  cette  loi,  qui 
définit  les  relations  entre  les  déformations  élastiques  et  les 
actions  moléculaires  corrélatives,  ne  nous  est  pas  connue  sous 
sa  forme  générale:  elle  prend  au  contraire  diiïérentes formes 
suivant   les  matériaux,  ainsi   que    nous   l'avons  vu  au   cha- 
pitre IL   Comme,   cependant,  la  loi    de    Ilooke  est  celle  à 
laquelle  obéissent  les  matières  les  plus  importantes  pour  les 
applications,  c'est  sur  celle-ci  que  se  basent  les  calculs  de  la 
théorie  d»^  l'élasticité  ;  les  résultats  obtenus  ne  sont  donc  ri- 
goureusement  valables  qu'autant  que  la  loi  de    Hooke  est 
applicable. 

Examinons  d'abord  si  le  problème^  tel  que  le  pose  la  théo- 
rie de  l'élasticité,  est  réellement  soluble.  Soient  Ç,  v),  ^,  les 
composantes,  mesurées  suivant  un  système  d'axes  coordonnés, 
du  déplacement  élastique  qu'un  point  x,  y,  :;  du  corps  consi- 
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idérô  ^Çprouve  siius  l'inlIuGnce  d'uu  syslèmo  do  forces  extérîeu- 
cres  donné.  Cojiime  nous  n'avons  pas  à  considéror  les  mouve- 
lincnls  quo  lo  corps  peu l   t-ffecluer  dans  son  ensemble,  niais 
WimpleRienl  \ca  déplacemenls  qu'éprouvenl  ses  éléments  les 
bas  par  rapport  aux  aulres,  il  est  avantageiixdc  choisir  lesys- 
Itime  d'axes  auquel  sont  rapporlûs  x,  y,  z  ol  Ç,  »,  !|,  de  telle 
façon  quf  l'un  des  pkms  de  coordonnées,  le  plan  xy  par  exem- 
ple, soit  relié  invariablemeiiL  au  corps  considéré.  Nous  siippo- 
fserons  donc  :  1°  l'origine  coïncidant  toujours  avec  le  même 
point  du  corps  ;  2<*  l'axe  des  x  passant  toujours  par  un  autre 
point  donné,  et  enfifi  3°  le  plan  de  xy  contenant  toujours  un 
rotsiènio  poiul  donné  du  solide.  Le  plus  commode  est  de  pren- 
|îdre  ces  deux  pointa  h  une  distance  infiniment  petite  de  l'ori- 
!gîne  ;  naturellement,  la  droite  qu'ils  déterminent  ne  doit  pas 
inmprendre  l'origine. 

Dansces  conditions,  les  ijuanlilés  Ç,  n,  X,  sont  indépendan- 
tes des  mouvements  que  le  corps  efTectue  dans  son  ensemble; 
fClIcs  sont  donc  particuliëremenl  aptes  A  délinir  les  déforma- 
liions  élastiques.  La  loi  de  l'élasticité  permet  de  calculer  les 
4)mposantes  des  actions  moléculaires  en  fonction  des  défor- 
nations  élastiques  dont  elles  sont  corrélatives  :  si  l'on  cnnnais- 
«'tS.il.  C  Ëii  fonction  de  X,  y,  z,  c'est-à-dire  si  l'état  élasti- 
que du  corps  était  entièrement  connu,  il  serait  donc  possible 
^calculer  les  actions  moléculaires  qui  agissent  en  chaque 
loiol.  Eu  Ions  cas,   nous  pouvons  esprimer  les  composantes 
Be  ces  actions  en  fonction  des  seules  quantités  Ç,  n,  X,.  Nous 
ramenons  ainsi  le  nombre  des  inconnues  du  problèmede  sixâ 
;  les  équations  (S)  suffisent  des  lors  avec  les  conditions 
uux  limites  pour  déterminer  complètement  ces  inconnues. 
Nous  avons  déjà  employé  cette  méthode  lorsque  nous  avons 
•ailé  le  problème  des  enveloppes  à  parois  épaisses,  ait,  89. 
11  ne  s'agit,  en  elTel,  Ma.  que  d'un  cas  particulier  1res  simple 
1  problème  général.  Lu  méthode  que  nous  utilisons  mainte- 
uL  n'est  qu'une  généralisation  de  celleemployéc  au  dit  article. 


'l. 
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1 04.  Calcul  des  déformatioiitt  élémentaires  en  f#ne- 
lion  de  ;,  r,,  c.  —  Nous  allons  calculer  d*abord  les  dilatations 
^j-,  ^y,  ^z.  Considérons  deux  points  distants  initialement  l'un 
de  l'autre  de  rAr,  leurs  coordonnées  sont  donc  : 

Xyi/jZ        et        x-\-dx^y^z. 

Après  la  déformation,  les  coordonnées  du  premier  devien- 
nent : 

x+  Ç,y-^Yî,  -  +  ÎI; 

et  celles  du  second  : 

a,  +  ,/x  u_  ç -^  _  ,/x,y-J- Ç+ -  rfo-,  s-t-r. -t-- rfx. 

En  effet,  d*après  les  hypothèses  que  nous  avons  faites  (page 
18)  sur  la  nature  des  actions  moléculaires  corrélatives  des 
déformations  élastiques,  les  déplacements  du  second  point  sont 
égaux  aux  valeurs  que  prennent  les  fonctions  Ç,  n,  Ç  lorsqu'on 
y  remplace  x,  y,  ;:,  par  x  +  rfx,  y,  z.  On  les  obtient  donc  en 
développant  Ç,  r„  J[  en  série  à  l'aide  de  la  formule  de  Taylor 
et  en  s'arrèlant  au  premier  terme  du  développement. 

L'allongement  éprouvé  par  dx  est  : 

^  x=  -^  (Ix  : 
ax 

nous  avons  par  suite,  pour  la  dilatation,  c'est-à-dire  pour  ral- 
longement de  Tunité  de  longueur,  l'expression  : 

ax 

On  trouverait  de  même  sy,  tz  en  considérant  l'allongement 
éprouvé  par  une  longueur  dij  ou  dz.  Nous  avons  donc  : 

dk 


ax 


£ 


y  — 


dy' 
di 

dz 


(287) 


^1 

•    r 
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Un  raisonne  m  ont  analogue  nous  permet  de   calculer  les 
fraleurs  do  la  dislorsion  v-t;/  qu'éprouve  l'angle  tlroU  compris 
lïnlre  deux  éléments  de  longueurs  i/j-  et  dtj,  menés  parallèle- 
rmenl  à  l'axe  des  j:  et  à  l'axe  dos  1/  par  le  point  j-,  ij,  :.  Pour 
comparer  la  grandeur  de  l'angle  déformé  à  celle  de  l'angle 
lîtîal,  supposons  l'un  d'eus  déplacé  parallèlement  à  lui-même 
lie  façon  que  tes  sommets  des  deux  angles  coïncident  (fig.  70). 
Il  suffit  que  nous  considérions  les  déformations  des  cAtés  de 
l'angle  dans  le  plan  de  la 
ligure  :  en  réalili^,  ces  côtés 
so  déplacent  aussi  pcrpen- 
diculairemenl  au  plan  xij  ; 
mais  ces  dernières  déforma- 
tions, qui  peuvent  être  envi- 
sagées comme  une  rotation 
ayant  lieu  autour  de  l'axe 
des  3;  pour  l'un  des  eûtes  et 
autour  de  l'axe  des  //  poor 
'autre,  ne  modifient  pas  l'auglo  que  nous  voulons  calculer.  De 
lénie,  les  dilatations  n'iniluonceol  pas  la  valeur  de  l'nngle.  Il 
lous  suffit  donc  de  remarquer  que  l'extrémité  de  l'élémenl  ifx 
«déplace  parallèlement  à  l'axe  des  ^  d'une  quantité  égale  à 
(/j;,  et  que  l'extrémitéde  dij  se  déplace  dans  le  sens  de  l'axe 


nous  voyons  que  l'angle  droit  iuilinl 
gu  si  les  dérivées  partielles  considérées  sont  posi- 


I  devient 

'  lives. 

La  distorsion  est  très  pelile  ;  nous  pouvons  par  coiisi^quent 
fc' remplacer  l'angle,  exprimé  eu  longueur  d'arc,  par  sa  tangente 
1  Irigonométrique.  Nous  avons  donc  : 


■'"-dy    •    dx 

\  Celle  formule  n'est  rigoureusement  exacte  qu'autant  que 
I,  r,,  X,  sont  infiniment  petits  par  rapport  à  x,  y,  r-  Cette  condi- 
ion  n'est  pas  absolument  remplie  dans  les  déformations  réelles 
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d'un  corps  élastique,  toutefois  Terreur  résultant  de  ce  fait  est 
généralement  négligeable.  —  Ou  procéderait  de  même  pour 
les  distorsions  y^^  et  yzx-  On  peut  du  reste  écrire  directement 
les  formulas  pour  ces  dernières  en  permutant  cyciiquement 
^,  7.,  !^  et  x^  i/j  r,  dans  la  relation  ci-dessus.  On  a  donc  : 


T*»' 

rfç 

rfy 

+ 

dr. 

rfx' 

vy* 

dr. 
"~  dz 

+ 

rfC 

l2.r 

dx 

+ 

dj 
dz 

(288) 


Calculons  encore  la  variation  de  volume  qu'éprouve  le  corps 
au  point  considéré.  Considérons  le  parallélipipède  infiniment 
petit  f/x^  d[/j  dzj  et  supposons  d'abord  que  seules  les  distor- 
sions y  se  produisent.  Si  celles-ci  étaient  des  quantités  finies, 
elles  entraîneraient  une  variation  de  volume  car,  par  exemple, 
le  rectangle  Jx  dy  se  transformerait  en  un  parallélogramme 
d*aire  : 

dx  dy  cos  yxy. 

Si  yiy  est  infiniment  petit  du  premier  ordre,  son  cosinus  ne 
diflere  de  Tunité  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
La  variation  de  volume  due  aux  distorsions  est  donc  négli- 
geable. Cette  conclusion  n^esl,  il  est  vrai,  absolument  rigou- 
reuse que  si  y,  t„  X^  sont  réellement  infiniment  petits. 

Supposons  maintenant  que  les  dilatations  se  produisent.  II 
en  résulte  une  variation  du  volume  du  parallélipipède  qui  est 
une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre  par  rapport  au 
volume  initial.  Dans  la  déformation,  ce  dernier  devient  : 

dx  (1  +  tx)  dy  (1  -I-  ty)  dz  (1  +  e,), 

ou,  si  Ton  multiplie  et  si  on  laisse  de  côté  les  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur  au  premier  : 

dx  dy  dz  (1  -i-  ex  H-  e^  4-  ««). 

Soit  e  la  variation  de  l'unité  de  volume,  nous  avons  : 
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ou,  en  tenant  compte  de  (287)  : 

dq         diQ        dÇ  /oon\ 

^  =  dï  +  rf^+Jz-  ^2^^) 

f  0&.  Kelations  entre  les  «•mp^santes  des  aetian» 
■ttoléeulaires  et  les  quantitéfi  S,  yj,  ?. —  Avec  l'aide  des 
formules  précédentes,  il  est  facile  de  calculer  les  composantes 
des  actions  pioléculaires  .en  fonction  des  quantités  Ç,  y),  C 
Etant   donné  le   principe   de   superposition,  nous  avons  : 

y^y — Q  '' 

par  suite,  en  tenant  compte  des  équations  (288),  nous  obte- 
nons : 


S-  =  S.x  =  g(£  +  ^^,   \  (290) 


Nous  avons  vu  que  la  loi  de  Hooke  permet  d'établir  entre 
les  composantes  des  actions  moléculaires  et  les  dilatations  élé- 
mentaires les  relations  suivantes  : 

4 

Eêx  =  Rx (Ry  +  Rjs)» 

Eey=Ry-i^(R,  +  Rx),  )  (291) 

i 
Ee^j  =  Rs (Rx  +  Ry). 

En  additionnant  et  en  remplaçant  la  somme  £«  +  ey  +  e^, 
par  e,  nous  obtenons  : 

R«  +  Ry  +  R*  =  ^;^  Ee.  (292) 


1 
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La  première  des  équations  (291)  peut  s'écrire  : 

m  m 

m  +  i  Ee 

Kx  — 


m  m  —2 

d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  Rx  : 

mE 


«•=»^(-^^»>     (=«») 


Cette  expression  peut  se  simplifier  encore  un  peu,  en  tenant 
compte  de  la  relation  : 

r  —      "^^ 

Nous  avons  finalement,  en  opérant  cette  simplification  et  en 
tenant  compte  des  relations  (287)  : 


R.=  2G(g-f-^,>  (294) 

\ds       m  —  2/ 

Les  deux  dernières  formules  s'obtiennent  en  permutant 
cycliquement  Ç,  ri,  ^  et  x,  y,  r,  dans  la  première. 

Le  problème  est  ainsi  résolu  :  nous  avons  exprimé  les  com- 
posantes des  actions  moléculaires  en  fonction  de  Ç,  n,  1^.  Il  ne 
reste  plus  maintenant  qu'à  introduire  ces  expressions  dans 
les  conditions  générales  d'équilibre  représentées  par  les  équa- 
tions (5).  Ces  dernières  sont  delà  forme  : 

dx  dy  dz 

dSxy    ,    dRy     ,    dSsy    ,    ^ 


dx  dif  dz 

-I-  Z  =  0  ; 


dSxs    .    dSpz       d^z 


dx  dy  dz 
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subsliluanl    dans 
«t{294).  nous  obtenons 


ï  les  valeurs  trouvées  (290) 


\dx*    'm  —  2  ttjij  \f/f/' 

\df       dxdt/ 


■  ou,  ea  ordonnant  : 


£1.) 


dxdy       ilxdij 


La  somme  des  dtirivées  partielles  du  second  ordre  d'une 
|fonciion  telle  qu'elle  se  trouve  dans  la  première  parenthèse 
de  l'expression  ci-dessus  est  une  (jiianlilé  qui  revient  très 
fréquemment  dans  toutes  les  théories  de  physique  mathémati- 
que. L'op(îration  qui  coiisisle  à  former  celte  somme  est  d(!si- 
gnée  sous  le  nom  d'opération  de  Laplare.  du  nom  du  ma- 
Ihématicleu  qui  en  a  fait  usage  le  premier  dans  la  théorie  du 
potentiel.  Pour  abréger,  ou  la  représente  généralement  par  un 
8ig;ne  symbolique  ;  nous  emploierons  le  signe  A',  celui-ci  re- 
présente donc  l'opération  : 


A'- 


La  seconde  parenthèse  de  1 
\  crire  : 


,1;/'        rf--'  ■■        ' 

a  relation   précédente  peut  s'é- 


[  0%  simplenicul,  si  l'on  tient  compte  de  (289)  : 
de 

Par  conséquenl,  nous  avons  finalement,  si  Von  pratique 
I  encore  des  transformations  analogues  sur  les  deux  autres  équa- 
I  Uons  (5)  : 


1  ->"^ 


1 
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A  •  r  m     de     ,   X. 

m  —  'idx       G 

m      de       Y  i  ^eu%i*\ 

Telles  sont  les  équations  sur  lesquelles  se  base  toute  la 
théorie  de  Télaslicité.  Il  convient  de  remarquer  que  ce  sont 
là  simplement  les  équations  (5)  mises  sous  une  nouvelle  forme 
et  non  pas  de  nouvelles  relations.  Gomme  leur  signification 
géométrique  est  moins  reconnaissable  sous  cette  forme,  une 
confusion  pourrait  facilement  se  produire. 

Remarquons  enfin  qu'il  est  possible,  par  Temploi  de  la  mé- 
thode des  vecteurs,  de  réduire  les  3  équations  (296)  à  une 
seule,  qui  exprime  simplement  la  condition  que  la  somme  de 
toutes  les  actions  moléculaires  qui  agissent  sur  l'élément  con- 
sidéré est  nulle. 

Si  Ton  désigne  par  u  le  vecteur  dont  les  projections  sont 
l»  *^,  C)  ®^  ps^r  P  '^  force  ayant  pour  composantes  X,  Y,  Z,  nous 
pouvons  remplacer  les  équations  (296)  par  la  suivante  : 

Dans  cette  expression,  A  e  est  un  symbole  destiné  à  repré- 
senter l'opération  qu'il  faut  effectuer  sur  e  ;  comme  nous  ne 
ferons  pas  usage  de  cette  formule  dans  la  suite,  nous  ne  nous 
étendrons  pas  davantage  sur  la  signification  de  A. 

On  voit  par  cet  exemple  les  simplifications  que  peut  appor- 
ter dans  le  calcul  l'emploi  de  la  méthode  des  vecteurs  ;  ici, 
une  seule  équation  suffit  pour  exprimer  la  même  conditioa 
que  celle  que  définissent  les  trois  relations  (296). 
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MOUVEMENTS   ONDULATOIRES  A  L'INTERIEUR 
D'UN   CORPS  ÉLASTIQUE 


■  «s.  Equalinn*  du  mauvrmeul.  —  Dans  la  plupart  des 

prolilèiiics  tie  lalliéorîe  malbéniatiijiie  de  l'élasticité,  la  résul- 
tante P  (X.  Y,  Z}  des  forces  d'inertie  ne  joue  qu'un  rôle  très 
secoM'Iairc.  En  général,  elle  se  réduit  simplement  au  poids 
du  corps  et  n'exerce  le  pins  souvent  aucune  Influeuce  sensible; 
il  serait  donc  possible  de  supposer  le  corps  dépourvu  de  poids 
et  de  ne  con^^ldérer  que  les  forces  agissant  à  la  surface.  Dans 
ce  cas,  les  équations  (296)  à  (29S)  se  simplifient:  le  dernier 
terme  du  membre  de  gauche  disparaît.  Dans  les  paragraphes 
suivants  nous  nous  occuperons  exclusivement  de  cas  où  cette 
supposition  est  permise  ;  par  contre  nous  allons  traiter  ici  une 
application  des  équations  (296)  dans  laquelle  il  est  nécessaire 
de  conserver  ces  derniers  termes. 

Si  la  masse  du  corps  ne  se  trouve  pas  h.  l'étal  de  repos,  mais 
exécute  au  contraire  un  mouvement  varié,  les  forces  élasti- 
ques qui  r&gnent  à  la  surface  d'un  élément  de  volume  quelcon- 
que et  le  poids  de  cet  élément  doivent  posséder  une  résul- 
tante qu'il  est  possible  de  déterminer  d'après  les  lois  de  la 
dynamique,  en  partant  de  l'accélération  de  l'élément.  Considé- 
rons le  paralléiipipède  élémentaire  t/j,  (/y,  fie,  et  soit  t*  l'unité 
lie  masse  (c'esl-à-dire  le  quotient  du  poids  spécifique  par^, 
l'accéliïration  due  b.  la  pesanteur)  ;  la  masse  du  parallélipipëde 
sera  ■ 

^  (Ij:  liy  ds . 

Nous  devons  envisager  maintenant  les  coordonnées  £,  ti,  Ç 

non  plus  seulement  comme  fonction  du  li«u,  mais  encore 

comme  fonction  du  temps  ;  par  conséquent,  les  composantes 

de  l'accêiération  de  l'élément  considéré  sont  : 
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En  vertu  des  lois  do  la  dvnamiijtip,  «n  a  pour  les  compossnles  I 
do  la  résullanle  de  loules  les  forces  ugîssanl  sur  rélémeot  les  | 
expressions  suivantes  : 

u  -r  dx  dv  ds,  \x  —  dx  du  de.  u.  — ^  rfa:  du  ds. 
,     ^  df  -^        '  ^  dp  "        *  ~  dp  •' 

Faisant  usage  du  principe  de  d'Alembert,  nous  pourrioDsil 
dire  aussi  que  les  forces  agissant  sur  l'élcmciil  font  en  chaqun 
instant  éfjuilibrL-  à  une  force,  appelée  force  effective,  donllea  | 
composantes  sont  égales  et  désigne  contraire  aux  valeurs  don- 
nées ci-dessus.  La  force  olFective  est,  comme  le  poids  et  les 
autres  forces  d'inertie,  proportiouiielle  il  la  masse  ;  le  mivui  ■ 
est  donc  de  la  réunir  ii  I'  ou  à  ses  composantes  X,  Y,  Z. 
sufAt  pour  cela  de  la  rapporter  à  i'uailé  de  volume,  c'est •&-diraJ 
de  supprimer  dans  les  expressions  ci-dessus   le  faclear  i 
dij  flz,  et  d'ajonler  les  expressions    restantes  changées  dd 
signes  à  X,  Y  ou  Z. 

Comparativement  Ji  la  force  effective,  qui,  dans  le  cas  d*os-l 
cillaliuns  très  rapides,  peut  atteindre  de  1res  grandes  valeurs,! 
le  poids  du  corps  est  en  général  insignifiant.  Du  reste,  le  poîd»^ 
n'exerce  sur  les  inouvements  ondulatoires  aucune  influeDce,) 
altendi)  que  c'est  nne  force  coiislante.  agissant  toujours  dans] 
les  mêmes  conditions  sur  le  corps.  Nous  pouvons  donc  suppo-l 
ser  celui-ci  dépourvu  de  poids  (mais  non  de  masse),  c'esL-à-j 
dire  nous  pouvons  nousKgiiror  le  corps  transporté  sur  la  Inné" 
ou  sur  tout  autre  astre  où  l'attraction  due  à  la  gravitation  est 
trbs    faible,  sans    que    rien    soit    changé  auK   mouvements 
oscillatoires,  à  supposer  naturellement  qui!  les  autres  condi- 
tions restent  les  mêmes.  Dans  celle  hypolhi^se,  la  seule  force 
d'inertie  est  la  force  effective;  les  équations  (296)  preonenl- 
par  suite  la  forme  : 
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A';         ^_,„^. 

(298) 


i'ri  ' 


m      d«       \i  iPii    ' 


f.  rf/' 


Telles  sont  les  équations  quidéliiiissentlalnisiiivant  taquello 
uiie  défornialioD  élastique  se  transmcl  à  rinlérieur  d'un 
milieu  élasLique.  L'expérience  moulre  que  celle  propagation 
a  lie»  sous  forme  d'onde.  Nous  allons  appliquer  d'abord  ces 
résultais  h.  une  espèce  particulière  d'ondes,  savoir  aux  ondes 
sonores. 

■  09.  Application  <lett  roriiMilrn  géuéralec  nu«  oiideM 
laugltudiuale*.  Oudea  «ouores.  —  Considérons  une  onde 
souore  plane  qui  se  propage  dans  le  sens  de  l'axe  des  3:.  Etant 
donnés  les  résultats  de  la  physique  expérimentale,  qui  démon- 
trent que  le  mouvement  du  sou  est  un  mouvement  périodique, 
pouvant  être  loprésoulé  dans  le  cas  d'un  ton  simple  par  une 
fonction  sinusoïdale  du  temps,  nous  sommes  conduits  â  poser, 
comme  solution  possible  des  équations  (298),  le  système  de 
valeurs  suivant  : 


=  A  sin  2-  ;  —  -   ;  r,  =  0  ; 


(299) 


\.a  calcul  que  nous  allons  entreprendre  a  précisément  pour 

but  de  montrer  si  co  système  qui  correspond  aux  résultats  de 

l'expérience  est  bien  la  solution  des  équations  (298).  Avant 

lie  résoudre  le  problème,  il  est  bon  d'ôlre  éclairé  sur  la  signi- 

I  fication  des  constantes  qui  figurent  dans  les  expressions  ci-des- 

I  sus  :  A  est  l'amplitude  de  l'ondulation,  À  représente  la  Ion- 

[  gueur  do  l'onde,  car,  si  l'on  augmente  x  de  \  sans  modiTier  le 

lomps,  l'angle  dont  nous^couftidêrons  le  sinus  augmente  de  2t.. 

de  sorte  que  le  sinus  Iui-m6ine  ne  varie  pas.  De  même,  un 

,  volt  facilement  que  t  représente  la  durée  d'une  oscillation,  car 
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si  /  varie  do  t,  le  sinus  ol  par  suite  ç  reprennent  la  même 
valeur.  Supposons  maintenant  que  x  et  /  augmentent  simul- 
tanément, Tun  de  A.c,  l'autre  de  A/;  il  se  peut  fort  bien  que 
cette  augmentation  ne  modifie  pas  la  valeur  de  i,  et  il  suffit 
pour  cela  que  les  quantités  Ax  et  A/  satisfassent  à  la  relation 

Ax        it 

On  dit  alors  que  Tonde  s'est  déplacée  de  Aj?  dans  le  temps 
A/;  en  effet,  au  bout  du  temps  A/,  toutes  les  phases  du  phéno- 
mène se  reproduisent  dans  le  même  ordre,  mais  en  des  points 
distants  de  lœ  des  précédents.  On  peut  aussi  parler  de  la 
vitesse  avec  laquelle  Tonde  avance  ;  il  convient  alors  de 
remarquer  qu'il  ne  s*agit  pas  là,  comme  en  mécanique,  de  la 
vitesse  d'un  corps,  par  exemple  celle  du  mouvement  qu'exé- 
cute Télément  considéré,  mais  de  la  vitesse  avec  laquelle  un 
certain  état  élastique  bien  déterminé  se  propage  à  travers  le 
corps.  Soit  V  la  vitesse  du  son  ;  on  a,  par  définition, 

àœ 

ou,  si  Ton  tient  compte  de  la  relation  ci-dessus, 

i-  =  ~  •  (300) 

Ces  remarques  faites,  nous  allons  vérifier  si  le  système 
de  valeurs  (299)  satisfait  les  équations  (296).  Rappelons 
encore  (juc  ces  dernières  ont  été  établies  en  se  basant  exclu- 
sivement sur  les  conditions  universelles  d'équilibre  et  sur  la 
loi  de  Hooke,  de  sorte  que,  pour  tout  corps  satisfaisant  à  cette 
dernière,  les  résultats  que  nous  allons  en  tirer  sont  rigou- 
reusement exacts.  En  substituant  les  valeurs  (299)  dans  (289), 
nous  trouvons  : 


.271 

e  =  A-T  cos  2 


'(!-;) 


et,  par  suite  : 
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â  =  -  A  (^)-  si„  ^  (I  -  £), 

de 
de 

La  seconde  et  la  troisième  des  équations  (296)  sont  satis- 
faites, car  tous  leurs  termes  sont  nuls  séparément.  D'après 
(299)  nous  avons  : 

-  =  A-cos2«(-— J, 

dl 
dl 

A'Ç  se  réduit  donc  à  ; 

de 
c'est-à-dire  à  la  même  valeur  que  —• 

Si  nous  difiérencions  ^  deux  fois  par  rapport  à  /,  et  si  nous 
substituons  les  différentes  valeurs  trouvées  dans  la  première 
des  équations  (298),  celle-ci  devient  : 

On  reconnaît  que  cette  équation  est  satisfaite  identique- 
ment, quelle  que  soit  l'amplitude  A  (c'est-à-dire  quelle  que 
soit  rintensité  du  son),  pourvu  que  la  condition 

2m— î/l\«      pt/i\« 
m 


•mï=m 


entre  la  longueur  d'onde  X  et  la  durée  de  l'oscillation  x  soit 
satisfaite.  Nous  tirons  de  celte  dernière  relation  : 


).         /im-iG  ,„^,^ 

'";=V;rrir  (301) 
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Celle  formule  est  en  parfail  accord  avec  les  résultais  de 
rcxpérience,  eu  ce  sens  qu'elle  ne  fait  dépendre  la  vitesse  du 
son  que  des  propriélé  physiques  de  la  matière  et  non  de  Tarn- 
plitude  ou  de  la  longueur  de  Tonde. 

Il  est  clair  que  le  calcul  que  nous  venons  de  faire  n'est  va- 
lable que  pour  les  corps  élastiques  solides.  Pour  les  ondes 
sonores  dans  Tair,  on  peut  établir  une  théorie  analogue. —  Si 
Ton  prend,  par  exemple,  pour  une  masse  d'acier  doux, 

m  =  ^ ,  G  =  830000  kg.  par  cm* 

10 

et  comme  poids  spécifique  7,7,  on  a  d  abord  pour  la  niasse 
de  Tunilé  de  volume  : 


0.0077kg.     ^  785 ><  10-8  >^8X sec 

Pin  /»m* 


a==  

'  cm. 

Icm'.Xî^Sl  — 
sec." 


cm*, 
sec." 


et  par  suite  : 


SSOOOO"!^ 
îîïî!: 3,5  =  616X10' ^=6160  î^. 

y       .^_skg.xsec.«  sec.  sec. 

cm.* 

On  sait  que  la  vitesse  du  son  dans  Tair  est  de  333  — ^' 
^  sec. 

Dans  Tacier  doux,  elle  serait,  d'après  le  calcul,  environ  20  fois 
plus  grande. 

Inexpérience  montre,  en  eiïet,  que  la  vitesse  du  son  dans 
les  corps  solides  est  beaucoup  plus  considérable  que  dans 
rair. 

Le  fait  que  les  lois  de  propagation  du  son,  à  Tiniérieur  de 
nialieres  telles  que  les  pierres,  la  maçonnerie,  etc.,  corres- 
[)()ndent  d'une  manière  1res  satisfaisante  aux  résultats  tirés  de 
la  loi  de  Ilooke,  constitue  une  forte  présomption  en  faveur 
(le  la  justesse  de  Thypothèse  qui  prétend  que  ces  corps  obéis- 
sent sensiblement  à  celte  loi  dans  le  cas  de  très  petites  défor- 
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mations  élastiques,  comme  celles  produites  par  les  ondes 
onores. 
C'est  là  un  point  qu'il  ne  fandrail  pas  perdre  de  vue  lors- 
I  qu'on   élablil  une  loi   d'élasUciltî   empirique  pour   les  malé- 
I  riaux  cités  plus  haut.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  la  for- 
mule de  Scliiile,   dont  nous  avons  parlé  dans  le  deuxiismo 
chapitre,  est  précisémeul  eu  contradiction  avec  ce  fait.  Il 
faudrait  donc  démonlrcr,  si  l'on  voulait  la  conserver  t  tout 
prix,  qu'en  admettant  celle  loi,  il  pourrait  se  prodiiiie  des 
ondes  sonores   ne  contredisant   pas   les   résultais  de  l'expé- 
rience. Le  calcul,  pour  peu  qu'il  soil  habilement  exécuté,  ue 
saurait  présenter  de  liop  grandes  difficultés. 

Si  l'on  fait  m  =2  dans  la  formule  (301),  on  obtient  ti  =  ce. 
Nons  avons  déjà  vu  que  m  ne  pouvait  prendre. une  valeur 
inférieure  à  2,  et  que,  dans  ce  cas,  le  corps  ne  subit  pas  de 
I  variation  de  volume  par  suite  d'une  déformation  élastique. 
Ainsi,  dans  un  corps  incompressible,  une  onde  longitudinale 
se  transmettrait  avec  une  vitesse  ïnKnie  :  en  somme,  il  n'est 
plus  possible  de  parler  d'un  mouvement  ondulatoire;  il  y  a 
simplement  communication  immédiate  à  toute  la  masse  d'un 
ébraolement  causé  en  un  certain  point. 

108.  Onde*  iraiiHverKaleii. —  Ou  a  à  considérer,  en  plty- 
siquo,  non   seulement  des  ondes   lougitndinalos,   mais  aussi 
I  des  ondes  transversales.  Pour  représenter  une  de  ces  der- 
f  niëres,  nous  posons  : 

î=Asin2T:(^  — ')     ï,  =  o    ;  =  o.        (302) 

L'onde  se  propage  encore  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  comme 
dans  le  cas  précédent  ;  par  contre,  les  oscillations  se  font  dans 
le  sons  de  l'axe  de  y.  Le  terme  d'onde  transversu/e  provienl 
précisément  de  ce  que  la  direction  de  l'oscillation  est  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  propagation.  Les  constantes 
A,  À,  T  ont  la  même  signification  que  précédemment  ;  on  a 
i  ici  : 


^ 
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Nous  allons  vérifier  si  le  système  de  valeurs  (302)  satis- 
fait aux  équations  (298).  Nous  trouvons  d^abord  immédiate- 
ment : 

^~dx'^  dy  '^  ds~^' 

les  ondes  transversales  jouissent  donc  de  la  propriélô  de  se 
produire  sans  entraîner  une  variation  de  volume  de  la  matière. 
Par  conséquent,  un  corps  incompressible  tel  que  le  fluide 
éther  de  l'ancienne  Optique  physique  ne  peut  transmettre 
que  des  ondes  transversales  et  pas  d'ondes  longitudinales.  Ce 
résultat  concorde  avec  le  fait  démontré  par  les  phénomènes 
de  polarisation  :  ceux-ci  permettent  de  constater  en  effet  que 
les  ondes  lumineuses  sont  transversales.  Dans  ces  théories  de 
rOptique,  les  formules  (302)  représentenl  un  rayon  lumineux 
simple,  puisque  toutes  les  ondes  sont  de  même  longueur,  et 
polarisé  dans  un  plan,  puisque  toutes  les  ondulations  ont 
toutes  lieu  dans  le  plan  xy.  Dans  la  théorie  de  Neumann,  le 
plan  xy  porte  le  nom  de  plan  de  polarisation,  tandis  que 
dans  celle  de  Frcsnel  ce  nom  est  donné  au  plan  xz, 

e  étant  nul^  les  équations  (298)  se  simplifient  et  peuvent 
s'écrire  : 

^        G  </<• 

^       Gdt' 

Go  sont  là  les.  équations  qui  servent  de  base  à  l'optique 
physique,  aussi  bien  dans  les  théories  anciennes  de  Neumann 
ou  Fresnel  que  dans  la  théorie  électro-magnétique  de  la 
lumière.  Quoique  partant  dliypothèses  absolument  différentes, 
cette  théorie  conduit  en  effet  aux  mêmes  équations  fonda- 
mentales que  la  théorie  de  Télasticité. 


i 
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Les  valeurs  302  salîsFudt, comme  on  le  voit  ioimédiatemciit, 
la  seconde  el  la  Irotsiùmi}  lies  éqtialious  (303). Il  sufSt  devéïi- 
tior  la  première.  Noua  avons  : 


A'5  = 


par  couséqueul,réqual)oiic'ii  question  est  ideiiliqucmcnl  salis- 
faile  si 


Nous  lircrous  de  celle  relation  la  vitesse  de  liaiismi&siou 
des  ondes  transversales  : 

«.^V";    •  (30*) 

Celle  vitesse  est  donc  toujours  plus  petite  pour  une  ma- 
liêre  donnée  que  celle  des  ondes  longitudinales.  Les  fluides 
DO  peuvent  transmettre  d'ondes  transversales,  mais  seulement 

.  des  ondes  longitudinales,  c'est  pourquoi  les  ondes  transver- 
îs  émises  par  les  corps  solides  ne  sont  pas  perçues  direc- 

I  tement  par  nos  sens  ;  elles  ne  sont  en  elTet  pas  Iraiismises 

I  à  nos  organes  par  l'air. 

La  vitesse  de  la  lumière  est  connue  ;  aussi,  lorsqu'on  con- 
sidérait encore  la  liimiëre  comme  un  mouvement  vibratoire 
de  l'éther  satisfaisant  aux  lois  de  l'élasticité  des  corps  solides, 
ponvait-on  utiliser  l'équation  (30i)  pour  déterminer  la  masse 

,  de  l'unité  de  volume  de  l'éther,  k  condition  de  calculer  G 
par  un  aulro  moyeu.  Or,  il  existe  en  effet  un  procédé  pour 
déterminer  f î  :  on  connaît,  par  e.xemple.    la  quantité  d'éner- 

,  gic  <juc  la  terre  reçoit  du  soIimI  par  seconde.  Cette  éuergie, 

kflur  son  parcours  entre  le  soleil  el  la  terre,  se  trouve  emmaga- 

I  siote  dans  l'élher  sous  forme  d'énergie  cinétique  et  d'énergie 
poteatieilu  interne.  Ou  a  pour  celle  dernière,  si  l'on  rapporte  le 
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T«  i 

calcul  à  l'unilé  de  volume  (formule  45),  r;;,  ou  -  Gv*.  Si  donc 

Ton  mesure  ou  si  Ton  détermine  par  un  procédé  quelconque 
y,  on  peut  calculer  G  et  par  suite  u.  Les  estimations  entre- 
prises selon  cette  méthode  conduisent  toutes  à  des  valeurs 
excessivement  petites  pour  [jl.  On  a  cru  reconnaître  dans  ce 
fait  une  preuve  en  faveur  de  la  justesse  de  la  théorie  entière. 
Depuis  que  Ton  a  démontré  expérimentalement  les  rapports 
qui  existent  entre  les  phénomènes  optiques  et  les  phénomènes 
électromagnétiques,  ces  considérations  n*ont  plus  qu*une 
valeur  historique. 


§3 

REMARQUE  SUR  LES  SOLUTIONS  DES  ÉQUATIONS 

FONDAMENTALES 


ton.  Les  équations  foudamcntalcfi  fournlssenit 
pour  chaque  système  de  forces  extérieures  donné 
un  »ystènie  bien  déterminé  de  valeurs  pour  S,  nj,  C  et 

un  seul.  —  Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  toujours  le 

corps  au  repos,  de  plus,  nous  admettrons  que  le  poids  est 

négligeable  devant  les  forces  agissant  à  la  surface  du  corps. 

Celles-ci  sont  considérées  comme  données. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  fondamentales  prennent 

la  forme  : 

\  f  c    .      fn     de 

A\  H  -  -^  J  =  0,  ^  (305) 

.  ,^^    .       m     de 

Considérons  un  système  de  valeur  Ç,  tj,  !^  satisfaisant  ces 
équations  ;  nous  pouvons  dire  qu'il  représente  un  système  pos* 
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siblo  de  tléforraalions,  c'esl-u-dîre  que  ce  syslfemc  esl  compa- 
tible avec  les  conditions  d'éiiiiilîbre  que  doivent  salisFaire  en 
ch&que  poiaL  lus  composantes  dus  actions  nioléculairos.  On 
peut  se  demander  si  le  système  Irouviî  esl  bien  celui  qui  cor- 
respond à  l'étal  élastique  r<Sel  du  corps.  Il  se  pourrait,  en 
efFet,  qu'il  y  eût  d'autres  systèmes  de  valeurs  qui  satislissent 
aussi  les  équations, et  qui  représentassent  par  cons(!qucnt  aussi 
des  étals  élastiques /)os»(A/p.ï.  Nous  allons  démontrer  qu'il  n'en 
est  pas  ainsi,  mais,  qu'au  contraire,  il  n'exislo  qu'un  seul 
I  système  do  valeurs  ^,  t,,  !;  qui,  pour  nn  système  de  forces 
<  extérieures  donné,  satïsFasse  au?;  équations  (30u>  et  aux  condi- 
tions aux  limites,  et  que,  par  conséquent,  dans  chaque' cas  par^ 
ticulier,  le  problème  esl  solublc  sans  ambiguïté. 

Les  quantités  ;,  tj,  ^  étant  connues,  il  esl  possible  de  calcu- 
ler les  valeurs  des  composantes  des  actions  moléculaires  sans 
ambignité  à  l'aide  des  formules  (290)  et  (294).  En  particulier, 
&  chaque  .système  q,  t;,  %  correspond  h  la  surface  du  corps,  un 
système  d'actions  moléculaires  bien  délerminé,  et  pour  que 
les  valeurs  q,  t,,  ^  correspondent  li  l'état  élastique  réel,  il 
hiul  que  co  système  d'actions  moléculaires  fasse  équilibre 
aoK  forces  extérieures.  Cette  dernière  coiidition  est  exprimée 
par  les  équations  (6).  Celios-ci  doivent  donc  être  salisFaites 
par  hypothèse,  si  nous  y  introduisons  le  système  de  valeurs 
Ç,  T,,  "Z  considéré. 

Supposons  maintenant  pour  un  instant  qu'il  existe,  outre  1© 
ftyslèmo  £,  t,,  '^.  un  autre  groupe  de  valeurs  E',  r,',  %',  qui  satis- 
fasse aussi  les  équations  I30S)  et  les  conditions  aux  limites. 
Dans  ce  ras,  les  différences 


correspondent  aussi   à  un    état  élastique  possible  ;  en  i 
on  a  : 


A'ï"  =  A';  —  A';',  etc. 


Si  l'on  stibstilne  dans  la  première  di*s  équations  (305),  par  | 
axempla,  it  vient  : 


m  —  idx 
relation  qui  est  évidemnit'iil 
polhë&e  : 


'"*"».—  ârfx      m  —  idw      "' 
salisfaile,  puisque  l'on  a  par  hy-  , 


m~3ds       "■ 

On  raisonnerait  de  tn£me  pour  les  deux  autres  équations 
(305).  On  auriLÎl  pu  du  resdi  prévoir  ce  résultai,  puisque  le^ 
équations  (305i  sont  linéaires. 

Ace  système  ^'.ri',  !î" correspond  anssiunsyslfeme  d'actioas,  1 
moléculaires  bien  délcrmiité.  Comme  le  montrent  los  for-  ] 
mulcs(290)el(294),  on  a  ; 

Rx"  =  IU  — R*.  etc. 

Nous  avons  admis  que  Ç,  t|,  !^  et  Ç',  ti',  "Ç  satisfont  à  toutes 
les  conditions  ans  limites;  donc,  â  la  surface  du  corps  en  psr- 

liculicr,  les  actions  moléculaires  Rx.  etc.,  ainsi  que  R*' 

forment  un  système  en  équilibre  avec  les  forces  extérieures- 
Les  actions  motëctiiaires  lU",  correspondent  donc  à  un  état  1 
dans  lequel  aucune  force  extérieure  n'a^il  sur  la  corps; 
d'antres  termes,  ce  système  correspond  à  l'étal  naturel  dn  J 
corps. 

Nous  avons  fait  remarquer  eu  son  temps  que  des  aclions-l 
moléculaires,  les  actions  moléculaires  cle  fabrication,  pou- 
vaient exister  à  l'intérieur  d'un  corps  sans  que  celui-ci  fût  1 
floumis  à  des  forces  extérieures.  Mais  ces  actions  molécu-  \ 
laires  laLentes  dépendent  de  causes  particulières,  indépen- 
dantes du  problème  que  nous  traitons  ;  nous  ne  pouvons  par  ' 
conséquent  pas  en  tenir  compte.  Nous  ne  considérons  ici  1 
que  les  actions  moléculaires  qui  se  développent  sous  l'ia-  I 
fluence  des  charges  extérieures,  et  nous  supposons  que  ces  1 
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[  actions  disparaissent  avec  la  cause  qui  les  produit.  Dans  ces 
cotidilions,  uous  devons  poser  : 

Ra"^  0,  R/'  =  0,....  Ole. 
Delà  résulte  immédiatemeuL  : 


l"  =  o,  V'  =  o,  K"  = 


\  et  par  snile 


E  =  r,  ' 


=  ?'. 


Ainsi  le  système^',  t/,  Ç',  dont  nous  avions  admis  l'esis. 
I  (CDCe  est  identique  à  Ç,  rj,  C-  Les  équations  fondamentales 
l  u'admetteul.  dans  chaque  cas  donné,  qu'une  seule  solution,  el 
nous  sommes  par  conséquent  certains  d'avoir  trouve  l'dtat 
I  élastique  réel,  si  l'étal  considt^-ré  satisfait  aux  équations  (305) 
I  «t  aux  conditions  aux  limites. 


§4 
THÉORIES  DE  SAINT-VENANT 


a  !•.  PlexioD  et  torsion —  Lorsque nous  avons  traité  delà 
I  flexion  el  de  la  torsion  dans  les  chapitres  précédents,  nous 
lavons  admis  que  les  fibres  parallèles  h  l'axe  longitudinal  ne 
IflOnt  soumises  k  aucun  effort  de  compression  ou  d'extension 
liransversal  ctque,  dans  les  plans  passant  par  l'axe  long;itu- 
Ruinai,  les  actions  moléculaires  tangentielles  sont  nulles.  En 
lil'aulres  termes,  si  nous  prenons  l'axe  du  priame  pour  ase 
B-des2,  nous  avons  supposé  : 

=  R(  =  Sua  :^  0. 


\\y 


(306) 


Nous  n'avons  du  moins  tenu  aucun  compte  de  ces  notions 
notéculaires  ;  nous  avons  admis  implicitement  qu'elles  n'exis- 
Raienl  pas,  ou  qu'elles  étaient  négligeables  devant  celles  dont 
nous  avons  calculé  l'inlensité. 


"1 
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Nous  pouvons  nous  proposer  maintenant  de  rechercher  jus- 
qu'à quel  point  ces  hypothèses  sont  permises  et  de  déterminer 
à  quel  état  élastique  la  théorie  de  Télaslicité  conduit  lorsque 
les  conditions  (306)  sont  rigoureusement  remplies.  C'est  là  le 
prohlème  qu'a  résolu  pour  la  première  fois  de  Saint- Venant 
dans  ses  célèbres  travaux. 

Il  est  évident  que  Tétat  élastique  défini  par  (306)  n'est  prati- 
quement possible,  que  si  aucune  des  forces  extérieures  n'agit 
perpendiculairement  à  Taxe  du  prisme,  car,  si  tel  n*étaitpasle 
cas,  il  faudrait  qu'à  la  surface  au  moins,  là  où  ces  forces  agi- 
raient, les  composantes  indiquées  dans  les  équations  (306)  fus- 
sent différentes  de  zéro, afin  que  les  équations  de  condition  (6) 
fussent  satisfaites.  La  théorie  de  de  Saint- Venant  n'est  donc 
rigoureusement  exacte  que  lorsque  les  forces  extérieures  sont 
appliquées  aux  sections  transversales  extrêmes  seules  des  pris- 
mes considérés. 

Il  pourrait  aussi  y  avoir  à  la  surface  du  corps  des  forces  ex- 
térieures parallèles  à  Taxe  longitudinal,  toutefois  ce  cas  est 
sans  importance  pratique. 

Si  nous  exprimons  les  composantes  des  actions  moléculai- 
res en  fonction  des  déplacements  élastiques,  à  Taide  des  équa- 
tions (290)  et  (294), nous  pouvons  remplacer  les  relations  (306) 
par  les  suivantes  : 

drj  e 


dy       m— 2         ' 

dz       dy       ^' 

en  tenant 

compte  de  la  signification  de  e, 

nous 

pouvons  écrire 

aussi  : 

m  — 2rfÇ 
m      dx  ' 

drj 

c/Ç              t  (/Ç 
dz             m  dx  ' 

dn    ,    rf? 

dz       dy             1 

(307) 

■   k     ^--  ij 


\ 
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Les  relations  (305)  prennent  par  suite  la  forme  : 


o  <^'5    , 

rf»$ 

_^^»Ç 

2  — ^  + 

—  0, 

rfx»     ' 

dy^ 

rfz« 

"'  T 

(/«ïî 

d'il    , 

m  — 

i    (/«5 

—  0, 

dx^ 

"^  dt^ 

m 

dxdy 

''  T 

d'C 

,    «^^    , 

m  — 

i    rf»5 

^^^^^» 

-\ ^' 

0. 

dx^ 

rfi/« 

m 

dxdz 

(308) 


Il  n'a  toutefois  pas  encore  été  tenu  compte  de  la  troisième 
des  équations  (307).  Nous  devons  maintenant  chercher  quelles 
sont  les  conditions  pour  que  les  relations  (307)  et  (308)  soient 
compatibles.  A  cet  eiïet,  nous  allons  cherchera  éliminer  les 
variables  t|  et  JJ,  pour  ne  conserver  que  Ç. 

La  dernière  des  relations  (307)  donne  : 


dn  _ 
dz~ 

dX 
-Ty' 

d'où: 

dz^ 

dydz 

et  par 

suite, 

si 

Ton 

tient  com 

pte  de  la  seconde  des  formules 

(307)  : 

dz^      "*" 

m  dxdu 

(309) 

En  introduisant  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équations 
(308),  nous  trouvons  finalement  : 

^=_/±.  (310) 

ax»  dxdy 

Nous  procédons  de  même  pour  exprimer  Ç  en  fonction  de  Ç, 
De  la  dernière  des  équations  (307),  nous  tirons  : 

dy  dz 

et 

d^  _       J^ 
dy^  dtdy  ' 


-^ 
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d'où,  en  vertu  de  la  seconde  des  relations  (307)  : 


(311) 


dy^        m  dxdz 

En  substituant  dans  la  dernière  des  formules  (308)^  nous 


trouvons  : 

rfjc*  dxdz 


(312) 


La  dernière  des  expressions  (307),  différenciée  deux  fois  par 
rapport  à  x^  donne  : 


f/»iï     .      dK 


dxHs       dx^dy 

en  tenant  compte  des  formules  (3i0)  et  (312),  nous  pouvons 
amener  cette  équation  à  la  forme  : 

-^^=0.  (313) 

dxdydz  ^ 

Nous  avons  ainsi  obtenu  une  condition  importante  que  doit 
nécessairement  satisfaire  le  déplacement  élastique  \  parallèle 
à  Taxe  des  x.  Il  est  facile  d*établir  encore  d'autres  relations 
auxquelles  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  de  \  doi- 
vent également  remplir. 

De  (310),  nous  tirons  : 

dH    _        rf»g 
dxi^dy  dxdj^^ 

d'autre  part,  en  différenciant  deux  fois  la  seconde  des  for- 
mules (307)  par  rapport  à  x,  nous  obtenons  : 

d^n i^d^ 

dx*dy  m  dx^' 

De  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  résulte  : 


dxd}/*       m  dx^ 
De  même,  (312)  donne  : 


(314) 


^    I 
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rf»; 


ri'î 


[  «l  la  seconde  des  formules  (307)  : 


dx-<b 


m  dx"' 


fdOQC 


d  j:  dr*       m  d** 


(3(5) 


» 


Nous  n'avons  pas  utilisa,  jusqu'à  présent,  la  première  des 
relations  (30S)  qui  ne  renferme  que  des  dérivées  partielles  de 
Ç,  Comme  nous  connaissons  déjà  certaines  relations  entre  les 
dérivées  du  troisième  ordre  de  celte  fonction,  il  est  tout  indi- 
qué de  dilTt'rencifr  l'équation  en  question  une  fois  par  rap- 
port à  a:.  Il  vient  : 

„d'ï    ,     d»Ç      ,     d'ï 


Nous  pouvons  remplacer  le  second  cl  le  troisième  terme  du 
membre  de  gauclie  par  les  valeurs  trouvées  précédemment, 
(3i4)  et  (315)  ;  l'expression  prend  alors  la  forme  : 
d»£ 

:^,  =  »,  (316) 


îmmédiatenicnt,  en  vertu  des  formules  précé- 


d'où  résulte 
dénies  : 


didï* 

Les  formules  (313),  (316)  et  (317)  permelteni  de  se  faire 
ane  idée  claire  des  propriétés  de  l'inconnue  ç.  Pour  plus  de 
clarté,  nous  pouvons  écrire  ces  formules  sous  la  forme  sui- 
vanle  : 


Il  ii'esl  pas  po^sililo  d'en  tirer  direclement  la  fornio  aimly-J 
liquo  tle  la  fonclion  ;,  mais  bîûti  par  contre  celle  de  -J 
c'est-à-dire  celle  de  la  dilaULion  dans  le  sens  do  l'axe  longitu 
ilinni  du  prisme.  ~-  ne  peut  ronlonir  .r  qu'à  la  première  pain 
sarici',  puisque  sa  seconde  dérivée  par  rappotl  h.  x  est  nulle 9 
de  même,  il  faut  qtio  celle  cspressioit  soiL  linéaire  par  rappoil 
Ây  et  h,  z.  £alîn.  ollo  ne  peut  renfermer  de  terme  ccinlenai 
à  la  fois  y  et  z.  L'expression  la  plus  ^éniïi-ale  ijui  satisfasse 
aux  conditions  f3I8i  est  par  suite  do  la  forme  : 

^  =  a^-h<i,r^a,y  +  fi,z    -  o.xy  ^   a^x:,  (3t9) 

dans  laquelle  les  qnnnUtés  a  sont  des  quantités  indépendante! 
dex,  y.  s,  mais  diJpendanles  des  forces  exltirïoures. 

Examinons  de  plus  près  la  signification  du  résultat  anqoH 
nous  arrivons.  D'après  la  loi  de  l'élasticiltî,  nous  avons  : 


puisque  R;/ et  H;  sont  nuls.  Donc,  en  mulliplinni  l'exprc 
sîon  i319)  par  Ë,  nous  obtenons  l'action  moléculaire  Rr.  Nota 
/roiivons  par  cofiiéqiteiit  pour  Rx  u/ifi  fonction  linéaire  dm 
coordonnées.  Or,  c'est  précisément  là  l'Iiypollifeso  doiil  noiu 
étions  partis  au  cimpitre  lil.  .Nous  voyons  donc  que  celtfl 
hypothèse  n'est  pas  arbitraire,  comme  nous  l'avions  pr^ 
sentée,  mais  qu'au  contraire  elle  est,  pour  les  corps  obéï» 
sant  &  la  loi  de  Ilookc,  une  conséquence  nécessaire  des  «as 
positions  faites,  savoir  Ry  =  Ri  =  Syj  :^  o. 

Nous  arrêterons  ici  nos  recherches,  car  en  conttnaan 
nom  114  ferions  que  retrouver  les  résultais  auxqui.ds  aotlj 
sommes  arrivés  précédemment  en  introduisant  liypotbètiquaj 
ment  In  loi  de  répartition  linéaire  des  actions  moléculairei 
En  particulier,  nous  avons  déjà  trouvé  qu'il  est  possible  i 
satisfaire  à   toutes   loi  conditions  iri^ijuilila-e  sans  a 
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Roiirs  aux  forces  intérieures  R^,  Ri  et  Sys  ;  il  csl  {tonc  superQu 
de  démonlrei'  une  fois  de  plus  que  les  équations  [307)  et  (308) 
I  snnt  conipalibles  si  lu  condition  (318)  est  satisfaite,  et  qu'elles 
I  corpGsporidenl  à  un  étal  élastique  pouvant  toujours  fitre  réalisé 
I  en  appliquant  des  forcps  exléiieures  de  grandeur  et  de  dircc- 
I  lion  convenables  dans  les  sections  d'alioul  ilii  prisme. 


III.  Counidérnlloiii»  «up   lnrliclo  préeétieut.  —  La 

ihéorio  que  nous  venons  d'exposer  parait,  ft  première  leclure, 

L  longue  cl  compliquL'e.  Si,  toutefois,  ou  se  donne  la  peine  do 

[  suivre  le  développe  ment  pas  h  pas,  on  reconnaît  que  chaque 

I  élapc,  considérée  en  elle-même,  est  en  somme  très  simple  et 

Facile  à  saisir.  La  suite  des  opérations,  par  contre,  parait  peu 

claire,  on  ne  voit  pas  bien  le  but  de  telle  ou  telle  opéralion  et 

l'oD  ne  se  rend  d'abord  pas  bien  compte  pourquoi   les  résul- 

I  talB  sont  combinés  entre  eux  de  telle  façon  plutôt  que  do  telle 

autre.  II  faut  songer  que  le  problème  consiste  à  vérifier  si  les 

1  %*aleurs  trouvées  pour  trois  inconnues  satisfont  à  six  équa- 

I  lions  données.  Cette  vérilication  no  peut  se  faire  qu'en  élimi- 

[  nant   deux  des  inconnues  do   façon  à  n'avoir  plus  à.  opérer 

qu'avec  une  seule.  Or,  on  sait  que,  dans  toute  élimination  de 

ce  genre,  il  est  en  général   possible  d'arriver  plus  rapidement 

BU  but  en  employant  certains  artifices  de  calculs  qu'en  suivant 

I  la  méthode  générale. 

On  peut  se  demander  quel  esl  le  résultat  pratique  de  la 
[  théorie  que  nous  venons  d'établir,  et  quelle  esl  son  utilité 
pour  l'étude  des  phénomènes  de  flexion.  Pour  répondre  à  la 
question,  nous  devons  nous  puppelcr  avanl  tout  que,  ainsi 
que  nous  l'avons  démontré  k  l'article  109,  tout  état  élastique 
possible  devient  réel  si  les  forces  extérieures  qui  agissent  à  la 
'  surface  du  corps  sont  compatibles  avec  le  système  des  actions 
moléculaires  snperlicielles  qui  correspond  4  la  solution  con- 
sidérée ii)uvisageons,  par  exemple,  un  prisme  encastre  k 
une  oxln5ni!lé  et  sollicité  à  l'autre  par  une  force  extérieure. 
pour  que  la  solution  fournie  par  la  théorie  de  de  Sl-Venanl 


rcprésenle  l'élal  éUsliquc  réol,  il  faut  d'abord  qiio  la  surraw 
du  prisme  ne  Boit  soumise  à  aucune  force  exliîrieurs.  Uctl^ 
condition  est  remplie?  ici.  Du  plus,  la  churgv  au  doit  pas  é 
appliquée!  h  l'extrémité  libre  d'une  manière  quelconque;  j 
faut,  au  contraire,  qu'elle  suit  dislrîbut^e  sur  cvtle  seclio^ 
suivant  ia  même  loi  que  celte  que  nous  avons  trouvée  pour  U 
actions  moléculaires  tangeulielk's  dans  un  prismo  Iravailloafl 
à  la  flexion.  Enfin,  il  faut  que  l'encastrement  soit  de  telM 
□alure  que  les  déformations  (^correspondent  h  la  solution  couj 
sidérée,  c'est-à-dire  que  la  dilatation  transversale  des  fibres qa| 
travaillent  à  l'extension  el  la  contraction  transversale  dM 
fibres  qui  travaillent  à  la  coinpiussiou  ne  soient  pas  renddel 
impossibles. 

Si  (ouïras  ces  conditions  sont  remplies  et  si  le  corps  obéit  k 
la  loi  do  flooke,  la  solution  de  de  Saint-Venant  représenld 
indnbilablemeiit  l'état  élastique  réel.  Il  est  évident  qu«  d« 
tulles  conditions  ne  seront  jamais  rigoureuseoient  remplie 
dans  la  pratique  ;  anssi  l'imporlance  do  la  théorie  do  de  SaintJ 
Venant  serait-elle  de  beaucoup  réduite  s'il  n'était  pussibltt  daf 
prouver  que  les  résultats  auxquels  elle  conduit  ne  sont  [ 
sensiblement  modifiés  quand  la  façon  dont  sont  appliqué* 
les  forces  extérieures  s'écarte  quelque  peu  de  celle  que  demai 
dent  les  conditions  aux  limites  du  problème. 

Heprenons   l'exemple  ci-dessus  el  supposons  par  exemplaj 
que  la  charge  qui  agît  sur  le  prisme  soit  constituée  par  e 
poids  attaché  à  une  corde  entourée  autour  de  l'ccln-mité  daf 
prisme.  Il  est  certain  que  dans  le  voisinage  immédiat  de  cette 
extrémité,  la  répartition  des  actions  moléculaires  sera  absolu-J 
ment  différente  de  celle  que  donne  ia  théorie  de  de  SaînH 
Venant,  car  l'état  élastique  réel  doit  satisfaire  k  de  IouIai 
autres  conditions  aux  limites.  Mais  nous  allons  voir  que  pliu 
on  s'éloigne  do  l'extrémité,  moins  la  façon  dnnl  la  charge  eaij 
appliquée  exerce  d'influence.   Supposons   que  l'on  applique  à 
l'extrémité  du  prisme  un  sysl^me  de  forces  en  équilibre  forméJ 
d'unepart,  par  des  forces  distribuées  selon  la  loi  exigée  par  lai 
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Bléorie  (i«  de  Saint-Vetianl  el,  d'aiilro  pari,  dus  forces  égal«?s  cl 
e  conlraire  à  celles  que  la  curde  exerce  sur  le  prisme; 
les  conditions  du  proklëme  de  dt.'  Salul-Visnaiit  sont  alors 
exactement  remplies,  l'ar  conséquent,  la  différence  entre  les 

I répartitions  des  actions  moléculaires  dans  les  deux  cas  diffé- 
rents d'application  de  la  cliar^e,  est  donnée  par  les  actions 
BQoléculaires  que  développe  le  système  auxiliaire  de  forces 
utérieures  que  nous  avons  ajouté,  (^e  système  de  forces  en 
Iquilibre,  concentré  h  l'evlrémité  du  prisme,  peut  prodiiin! 
fin  ce  point  des  déformations  assez  fortes  et  par  suite  des 
sciions  moléculaires  relalivemeiil  intenses;  mais  il  est  cer- 
tain, d'aulrc  part,  que  l'iulluence  de  ce  système  cesse  rapi- 
nl  de  se  faire  sentir  lorsqu'on  s'éloigne  de  l'extrémité. 
]  est  évident  que  si  nous  serrons  l'extrémité  d'un  rail  entre 
i  mftchoires  d'un  élan,  par  exemple,  de  telle  façon  que  les 
tbrces  appliquées  se  fassent  équilibre,  l'iulluence  du  traite- 
Don l  subit  par  la  pièce  au  point  considéré  doit  disparaître 
nipidemcnt  lorsqu'on  s'éloigne  de  ce  dernier. 
,  Nous  avons  aiusi  montré  que  la  façon  dont  les  forces  sont 
œpliqoées  n'exerce  une  influence  sensible  que  dans  le  voisi- 
î  des  points  d'application.  Les  solutions  fournies  par  la 
■iéorie  de  de  Saint-Venant  sont  donc  encore  applicables  même 
Brsque  les  conditions  aux  limites  e.\igées  par  celle-ci  ne  sont 
s  strictement  remplies. 

A  une  distance  égale  au   triple  ou  au  quadruple  de  la   plus 

"ande  des  dimensions  de   la  secliou,  il    n'y  a  cerLainemonl 

Bus  lieu  de  s'attendre  à  un  écart  quelconque.  C'est  ce  fait  qui 

pnoe  en  somme  il  la  lliiîorie  de  de  Saint-Venant  toute  son 

ÎDporlance. 

I  Nous  nous  étions  proposd  de  trouver  pour  les  formules  de 

Y  Résistance  des  Matériaux  une  base  plus  solide  que  celle 

Ktaée   par    les   différentes  bypûlbitses    faites    dans  divers 

particuliers  sur  les  déformations  ou  la  répartition  des 

ions  moléculaires.  Ce  but  est  maintenant   atteint.  Jusqu'il 

l«eat,  il  est  vrai,  il  s'est  agit  d'une  confirmation  subsé- 


"1 
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qucnte  de  résultais  acquis  plutôt  que  d'établir  de  nouveaux 
résultats. 

En  ce  qui  concerne  la  flexion,  remarquons  expressément 
que  seule  la  loi  hypothétique  de  la  répartition  linéaire  des 
actions  moléculaires  se  trouve  confirmée  et  non  pas  l'hypothèse 
de  Bernouilli  des  sections  demeurant  planes  dans  la  défor- 
mation.  En  effet,  cette  hypothèse  n'est  généralement  pas 
exacte. 

ttt.  Torsion.  Prisme  de  section  transirersaie  eir- 
cataire.  —  Le  calcul  de  l'article  410  pouvait  s'appliquer 
à  un  prisme  travaillant  simultanément  à  la  flexion  et  à  la 
torsion. 

Nous  allons  restreindre  notre  étude  au  cas  de  la  torsion 
seule.  II  suffit  pour  cela  de  poser  Rx=  o,  ou,  ce  qui  revient 
au  même, 

£  =  ..  (320) 

Cette  condition  est  compatible  avec  l'équation  (319).  Il  suf- 
fit de  supposer  que  toutes  les  constantes  a  s'annulent.  De 
l'équation  (320)  nous  tirons,  en  intégrant  : 

S  =  ?(y,  ^),  (321) 

où  (f)  désigne  une  fonction  encore  inconnue  des  coordonnées 
de  la  section.  En  tenant  compte  de  (320),  nous  pouvons  écrire 
les  équations  (307),  qui  définissent  l'état  élastique  considéré 
sous  la  forme  : 

6  =  0, 

d^  =  Z^=^'  )  (322) 

dz    '    dy 

Les  équations  (308)  se  simplifient  aussi  beaucoup,  elles  de- 
viennent : 
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dT.+  îïï=^'^  (323) 

—  4-—-= 
«te*       dy* 

Toutes  les  formules  de  Tarlicle  10  sont  encore  applicables 
puisque  le  cas  présent  n'est  qu'un  cas  particulier  du  précédent. 
Les  formules  (309)  et  (310)  fournissent  les  relations  : 


(324) 


r325) 


tandis  que  de  (311)  et  (312)  nous  tirons  : 

d«ç 

—  = 

Ces  équations  nous  permettent  d'indiquer  la  forme  analyti- 
que des  fonctions  ri  et  Ç.  iri  doit  être  indépendant  d'y  (formule 
322J  et  linéaire  par  rapport  à  a:  et  à  2,  (formule  324).  vj  est  donc 
de  la  forme  : 

n  =  ôo  +  ô,a:  H-  z  (6,  +  b,x),  (326) 

où  les  quantités  b  sont  des  constantes,  provisoirement  incon- 
nues. Nous  trouvons  de  même  : 

^  —  Co+CiZ+y  (c,  +  C3 x).  (327) 

Si  nous  ajoutons  encore  l'équation  (321), 

Ç  =  <j)(y,  r), 

nous  obtenons  un  système  de  valeurs  Ç,  r^,  2^  qui  correspond 
à  Tétat  élastique  réel,  pourvu  que  Ton  choisisse  la  fonction  ^ 
de  façon  qu'elle  satisfasse  à  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

26 


'?a 


(329) 
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^"  +  ^-^  =  o.  ,328, 

et  que  Ton  ait  soin  de  déterminer  les  constantes  d  etc  de  façon 

que  : 

Cette  dernière  condition  donne,  si  nous  tenons  compte  des 
formules  (326)  et  (327), 

relation  qui  doit  être  identiquement  satisfaite.  Il  faut  donc 
<jue  : 

c,  =  —  i„ 

Etant  données  les  suppositions  que  nous  avons  faites  sur  le 
système  d'axes  (art.  104),  nous  devons  avoir  à  l'origine, 

de  plus,  puisque  Taxé  des  x  passe  par  un  point  infiniment 
voisin, 

—  =  t      —  =   • 

dx  dx 

et  enfin,  le  plan  xy  contenant  toujours  nn  même  point  du 
corps,  également  infiniment  voisin  de  Torigine  : 

rfÇ_ 
dy 

Ces  conditions  nous  permettent  de  calculer  en  partie  les 
constantes  b  et  c.  De  la  première  résulte  : 

de  la  seconde, 

*i  =  0,  c,  =  0, 
et  de  la  troisième, 

c,  =  0, 
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Les  eonstanlDS  6  ei  c  s»  trouveol  unsi  réduites  à  uiia  : 
bt  =  —  r,.  Di^ignons  dnréiiavanl  par  c  la  valeur  iiicoiiiiui:  de 
cette  constaiile,  nous  pouvons  écrire  : 

r.  =  CX3,  %  =  —  cxy;  5  =  f  (y,  s).  (330) 

La  difficullé  principale  du  probli-nie  réside  dans  la  délermî- 
I  Dalîoii  de  la  fonction  'f  qui  doÎL  satisfaire  â  l'équaLion  (328). 
l'Reniarquon»  que  ^  =  'f  (y.  :)  pour  x  =  o  ne  représente  pas 
I  autre  chose  que  IVqualîon  de  la  section  transversale,  a:  ^  o, 
I  déformée.  D'ailleurs  toutes  les  sections  transversales  pronuent 
f  la  môme  forme  dans  la  déformalion,  puisque  \  est  indépen- 

ilaiit  de  X. 

L'ancienne  théorie  de  la  torsion  admettait  que  les  sections 

«lemeurcnt  planes  dans  la  déformatiou.  Voyons  si  celle  hypo- 
lllièse  se  trouve  confirmée.  Pour  que  les  sections  restassent 
l|>)anes,  il  faudrait  queÇ  fût  unefouclion  linéaire  d'^  etr.Nous 

j)OSODR  donc,  par  hypothèse  : 

\  =  '^iy,z)  =  a,y^a,z.  (331) 

Celte  expression  satisfait,  en  effet,  l'équation  (328),  elle  te- 
bréseute  par  suite  un  étal  élastique  possible.  Il  nous  restée 
Vvoir  si  les  conditions  aux  limites  sonl  remplies.  La  surface  d'un 
R|irisme  travaillant  à  la  torsion  est,  sauf  dans  le  voisinage  des 
(mécanismes,  roues,  poulie.s,  etc.,  qui  transmettent  le  couple 
ide  torsion,  entièrement  libre  de  forces  extérieures  ;  par  con- 
[eéqueul  il  faut  qu'à  la  surface  les  actions  moléculaires  qui 
wgiasflnt  dans  les  plans  passant  par  l'axe  longitudinal  el  les 
normales  ft  la  surface  sotenl  nulles,  indépendamment  de 
by,  Rs.  Syi,  qui  le  sont<léJIi  par  hypoth&so. 

En  d'antres  termes,  la  répartition  des  actions  moléculaires 

{dons  les  sections  transversales  doit  être  telle  que  t'es  forces 

■■oient,  à  la  périphérie,  tangentes  au  contour  des  section;).  C'est 

lia  condition  que  nous  avons  posée  précédemment,  et  dont  nous 

idevoDs  tenir  aussi  compte  acluellement. 

Four  mettre  celte  condition  sous  forme  d'équation,  rêva- 
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lions  aux  valeurs  de  Sxy  et  Sjrc  données  par  les  formules  (290)  : 

Soit  : 

Inéquation  du  contour  de  la  section  transversale,  ou  d'une  par- 
tie de  celui-ci  ;  pour  que  la  résultante  des  actions  moléculai- 
res Sxy  et  ^xz  soit  tangente  à  la  surface,  il  faut  que  : 

S^*  _  dr 
Sa?j/         dy 

Nous  avons  donc  Téquation  de  condition  : 

ds"^  dx  _  df 

é[5       ih  ~  dy'  (333) 

dy       dx 

qui  doit  être  satisfaite  sur  tout  le  pourtour  de  la  section,  ou  du 
moins  sur  la  partie  considérée  de  celui-ci.  Si  nous  remplaçons 
■f,  et  ^  par  leurs  valeurs   (330),  cette  relation  prend  la  forme  : 


(332) 


dl 

;—  ~t^  C« 

dy 


(334) 


Telle  est  Téquation  que  \  doit  remplir  à  la  périphérie,  et 
cela  non  seulement  dans  le  cas  particulier  que  nous  étudions 
maintenant,  mais  aussi  en  général. 

Cherchons  sous  quelles  conditions  la  valeur  (331)  admise 
pour  Ç  satisfait  à  cette  relation.  Dans  le  cas  particulier»  (334) 
peut  s'écrire  : 

01  —  cy      dz 
a^  +  cz       dy 


_i 
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Nous  pouvons  intégrer  i m nii^rl internent  celle  éqiialioa  difîii- 
Irentielle.  Il  vient,  si  l'on  sépare  les  variables  : 

(a, —  cy)dy  =  («i  ~  cz)dz 
ï&'oâ  : 

fliS  I--S*  — a.y--2,y'  =  K. 

Or  c'est  là,  on  le  reconnaît  iinm^diatement  à  régalilé  des 
»>eFficienl9  dey*  cl  de  s',  l'équation  d'un  cercle.  Nous  en  con- 
■duons  donc  r/ue  les  xections  transversales  d'un  prisme  travail- 
\laHl  à  la  torsion  ne  demeurent  planes  que  si  le  prisme  est  de 
Wseclion  ciradaire.  Ainsi,  nous  arrivons,  dans  le  cas  de  la 
llorsion,  à  un  tout  autre  résultat  que  dans  le  cas  de  la  lleiïion  : 
(dans  ce  dernier,  nous  avons  trouvé  confirmée  la  loi  de  ré- 
Ipartition  des  actions  moléculaires  qui  se  basesur  l'hypothèse 
îde  Navicr,  tandis  qu'ici  nous  reconnaissons  que  l'ancionne 
KUiéorie  de  la  torsion  est  fausse,  sauf  dans  le  cas  d(?s  prismes 
f  de  section  circulaire. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  confirme  naturelle- 
ment rexacUlude  de  nos  calculs  précédents  concernant  les 
Iprismes  de  section  circulaire. 

■  SU.  TsmioD   (Baite).    PrlsmeM   de   iieetloiDi    elllpli- 
ie«.  —  L'équation   aux  dérivées  partielles  (328)  admet   une 
I infinité  de  solutions  qui  correspondent  toutes  h  des  états  élas- 
fitiques  possibles.  Pour  que  ceux-ci  se  produisent,  ii  faut  sim- 
itplement  avoir  soin  que  les  conditions  auj:  limites  qui  doivent 
^itrc  remplies  à  U  surface  du  corps  soient  satisfaites.  En  par- 
■ticulier,  si  nous  supposons  que  cette  surface  est  libre  de  toute 
Ibrce  cxiérieure,  nous  savons  que  la  coodilioii  représentée 
lar  l'équation  (334)  doit  être  satisfaite.  On  peut,  pour  résou- 
■dre  le  prohli^me,  admettre  une  solution  de  l'équation  i3â8)  et 
^déterminer,  à  l'aide  de  (334),  la  forme  de  la  section  qui  cor- 
respond à  cette  solution  :  c'est  la  méthode  que  nous  venons 
8'enipioyer  ;  ou  bien,  on  peut  inversement  se  proposer  de 
néterminer  la  solution  de  (328)  qui  correspond  à  une  forme 


■% 


406  GliArlTRE  XI 


donnée  tle  soclion  transversale.  Laqueslion  posée  sous  celle 
forme  est  toujours  diflicile  à  résoudre  ;  pour  des  seclious 
compli(juées,  double  lé,  elc,  on  ne  possède  pas  encore  de 
solution  rigoureuse.  Le  calcul  a  été  fait  pour  les  sections 
de  formes  rectangulaires,  mais  il  exige  des  développements  en 
série  compliqués  qui  le  privent  de  toute  importance  pratique. 
Le  procédé  inverse,  consistant  à  trouver  la  section  corres- 
pondant à  une  solution  particulière  de  Téquation  (328),  est 
beaucoup  plus  simple.  L'intégrale  générale  de  (328)  est,  comme 
on  le  vérifie  facilement,  de  la  forme  : 

$  =  ;f  (y,  z)  =  f\{n  r  U)  -r  ftiy—iz)  (335) 

où  fx  et  /,  désignent  deux  fonctions  quelconques  de  y  cl  -r,  et  i 
la  racine  carrée  de  l'unité  négalive.  Suivant  les  valeurs  choi- 
sies pour/i  et  /,,  on  obtient  diverses  solutions  particulières, 
il  convient  de  remarquer  que  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire de  chaque  solution  satisfont  indépendamment  Téqua- 
lion  (328). 

En  particulier,  on  peut  prendre  comme  solution  la  forme  la 
plus  générale  de  série  de  puissances  qui  soit  compatible  avec 
Téquation  ("328),  savoir,  si  nous  nous  bornons  aux  exposants 
entiers  positifs  : 

^0  =  ^0  4-  ûi(y  —  ?>)  -r  a,{y^izY  -r )         ^ggv 

-f-  b,{y  —  i£)-^b^{y  —  izy^ ' 

Dans  cette  expression,  rt  et  A  peuvent  être  des  coefficients 
quelconques. 

Parmi  toutes  ces  formes,  considérons  la  suivante  : 

l  =  ^^{y,z)  =  ayz.  (337) 

Il  est  facile  de  s'assurer  en  substituant  qu'elle  satisfait  à 
Téqualion  (328).  On  recoimail  qu'elle  est  aussi  conteuue 
dans  la  solution  (336)  ;  on  peut  en  effet  la  considérer  comme 
la  partie  imaginaire  de  Texpression  : 

Ç  =  ^(y-i-i=)'-?(y-,»». 


»  . 
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CberchoQS  la  forme  de  la  st-ction  ijui  correspond  à  celle 
vaJeurde  Ç.  L'éfjuation  (334)  s'écril: 

'i=^  =  ^'  (338) 

Poù 

{a  —  c)yilij  =  {<i~  c)tili. 

En  intégrant,  nous  obtenons  : 

(a  +  c)  j  +  (c-a)Y  =  K, 
I  ce  "qui  peut  s'écrire  de  la  façon  suivante  : 

|où  K'  désig;iie  une  nouvelle  constante. 

Oa  reconnaît  que  (339)  est  réijualion  d'une  ellipse  rap- 
■  porlée  &  son  centre,   dont  les  axes  sont  entre  eux  dans  le 
rapport  : 


IV  faut  loulefois  snpposer  que  a  e»t  plus  petit  en  valeur 
absolue  que  c. 

Nous  trouvons  pour  les  composanles  des  actions  moléen- 
laïres  tangentî elles  : 

s-=«(£-D=«(S--)-o.^-).-î 

Pour  que  cette  solution  corresponde  absolument  k  l'ëlol 
1  élastique  réel,  il  faut  que,  dans  les  sections  terminales,  les 
I  forces  extérieures  qui  produisent  le  moment  de  torsioa 
l-voienl  réparties  sur  ces  sections  suivant  la  mémo  loi  que  celle 
Lqae  nous  vcnous  de  trouver.  Praliquemonl,  celle  condition 
V  ne  sera  probablement  jamais  réalisée;  mais,  comme  nous 
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l'avoiiH  VI)  à  l'article  Kl,  pour  le»  parties  dii  prisme  suEUsanQ 
mcDl  éloigoées  du  poinld'applicalion  des  forces  extérieures, li 
répartition  de  celles-ci  n'a  que  peu  d'inHuenoc. 

Si  nous  comparons  les  résultats  auxquels  nous  venons  d'aï 
river  avec  ceux  de  nus  rcclierrhes  préct^denlcs  sur  la  torsion 
des  prismes  de  section  clliplique.  nous  voyons  que  les  valearÉ 
hypothétiques  (23-ï) 


Sr!<  = 


,  =  —  Xi'y 


sont  identiquement  do  mfime  forme  que  les  expressions  (310B 
La  i/it'orie  de  ri^iasticitff  con/innf  thnc  absolument  rhypt 
thèse  faite  précédemiiienl .  Il  est  par  conséquent  inutile  i 
poursuivre  le  calcul,  car  nous  retrouverions  simplement  Id 
résultats  obtenus  plus  haut. 

Nous  ne  ferons  qu'une  seule  remarque  :  l'équation  (3J 
est  celle  des  sections  transversales  déformées.  Nous  reco4 
naissons  qu'elle  représente  un  paraboloïdo  hyperbuHqao.  • 
l'on  suppose  le  prisme  déformé  couple  par  des  plans  perpeil 
dictilairos  k  l'axe  longitudinal,  ceux-ci  coupent  les  section 
transversales  déformées  suivant  des  hyperboles  É(]uilat^efl 
les  plans  passant  par  l'axe  longitudinal  fournissent  des  : 
lions  paraboliques. 


■  14.  Aasimilatioii  «lu  prolilènie  préeédcitl 
pr«bl4M»e  d'l*}'drad.Titumiqae.  —  La  question  qui  pr^ 
sente  le  plus  d'intérêt  dans  le  problème  précédent  est  celle  d 
la  répartition  des  actions  moléculaires.  Nous  allons  montrer  I 
rapport  intime  qui  existe  entre  le  problème  qui  oiiusoceupi 
et  certaine  question  d'hydrodynamique  et  voir  comment  celM 
assimilation  peut  rendre  des  services  dans  rerlains  cas.  Su^ 
posons  que  l'on  trace  dans  la  section  considérée  toutes  lel 
lignes  qui,  on  chacun  île  leurs  points,  ont  comme  langente  L 
vecteur  représentanl  l'action  moléculaire  qui  agit  on  ce  poînl 
Nous  appellerons  ces  lignes  lîifnfs  de  tension.  Ou  fait  sonl 
vent  usage  de  constructions  de  ce  genre  pour  roprésenler  I 
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.réparlilion  d'un  vocleur  sur  une  région  ilélermiiiée.  La  pliîs 
comme  des  applications  de  colle  mélborie  est  celle  que  l'on  eu 
fail  dans  la  théorie  du  magiiéUsme.  Dans  cette  dernière,  les 
lignes  qui  correspondonl  à  celle  qne  nous  avons  tracées  sonl 
les  lignes  de  forces  et  leur  ensemble  forme  le  champ  magné- 
tique. On  peut  imaginer  aussi  un  liquide  se  mouvant  partout 
4ans  le  sens  des  lignes  tracées  avec  une  vitesse  proportion- 
nelle à  l'inlensilé  de  la  force  au  point  considéré.  Le  mouve- 
inent  de  co  liquide  donne  une  idée  1res  claire  du  champ  con- 
sidéré ;  dans  la  théorie  du  magnétisme,  la  notion  de  llux  de 
force  qui  découle  de  cette  représentai! ou  joue,  comme  on  sait, 
un  râle  très  imporlanl. 

Voyons  comment  nous  devons  transformer  les  équations 
de  condition  pour  les  assimiler  à  la  nouvelle  manière  de 
voir.  Considérons  d'abord  la  condition  à  la  limite,  exprimée 
psr  l'équalion  (334).  Nous  pouvons  ta  formuler  simplement 
comme  suit  :  le  mouvement  du  liquide  doit  être  dirigé  «n 
chaque  poinl  de  la  périphérie  suivant  la  langenle  ;  c'est-A-dire 
le  mouvement  doit  avoir  lieu  comme  si  le  liquide  était  contenu 
dans  un  récipient  à  parois  immobiles. 

Nous  avons  trouvé  dp  plus  : 


(311) 


En  dilTérenciant  la  première  de  ces  relations  par  rapport  â 
y  et  ia  seconde  par  rapport  à  7  et  on  additionnant,  nous  oh- 
tanons  : 

t/y    '■"     dr  ^\dy'~^di')' 

Dans  le  cas  do  la  torsion,  l'équalion  générale  d'équilibre  est 

donniSc  par  l'équation  (328)  ;  or  en  vertu  de  celle  dernière,  le 

second  membre  de  la  relation  ci-dessus  disparaît,  nous  avons 

donc  la  formule  : 

_.._=,  (342, 


Soient  u.  v,  w  ]es  com]>osanies  de  la  vitesse  d'un  liquide;] 
nous  avons  ici  u=^o  (puisquu  lo  niourcmoQl  a  liuu  dans  i 
plan).  Par  hypothèse,  la  vile&se  du  liquide  eal  ea  ctiaqoe  poi 
proporlionuelle  h  l'action  moléculaire  corrcspuodautti,  u  «l  a 
sont  donc  proportionnelles  à  Sry  et  i>)i  ;  on  conséquence,  IaS 
mouvement  du  liquide  doit  satisfaire  à  la  relation  : 


rfv  ^  dt 


(3J 


Le  promler  terme  n'est  ajouté  que  pour  la  symétrie,  il  ii 
cliangc  rien  du  reste  au  résultat,  puisqu'il  est  identiquemenl 
nul.  L'équation  cî-dessiis   i^sl   rlésignée   en   liydrodyiianiïqtU 
BOUS  le  nom  d'éçiia/io/i  ilfi  cojttinmté.  Le  membre  de  gaachâ 
représente  la  diiïéroricc  entre  lu  quantité  do  liquide  qui  enlff 
durant  l'unité  de  temps  dans  lelémeut  de  volume  et  celle  i| 
en  sort.  Dans  le  cas  particulier,  cette  dilTércuce  est  nulle,  Ih 
liquide  doit  donc  Ctre  supposé  incompressible. 

Pioua  n'avons  pas  encore  épuisé  toutes  les  conditions  i 
quelles  le  mouvement  du  liquide  doit  satisfaire.  Si  l'on  dilS 
rencie  la  premiire  des  t'elaJions  (341)  par  rapport  &  x  el  11 
seconde  par  rapport  h  y  et  si  l'on  soustrait  les  deux  résulU 
l'un  de  l'autre,  il  vient  : 


<8U) 


Le  membre  de  gauche  est  de  même  forme  que   la  comp* 
santé  suivant  ra.\e  des  s  d'un  vecteur  qui  joue  un  grand  rôlol 
dans  l'hydrodynamique.  On  désigne  on  effet  dans  celle  a 
sous  le  nom  de  tourOilloii,  le  vecteur  dont  le^composaolMU 
vaut  les  axes  sont  données  par  les  oipressîons  ; 


dtf 


d!/  ' 


(1)Ia  notion  des  (oiirbilluns  ou  Uea  mouvemeiila  lourbiUonnaïrea  a  é 
introduite  en  tiydroilynnniii[iie  par  nelinliolli.  i^uï,  p&r  ses  trarsuii  i 
rendu  l'enipluî  parti  eu  li^rumenl  utile  et  t'éniud. 

On  considère  entre  aiilres  duntoelle  lliûgrtc  tt!s  ligna  de  courant  v^ 
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Dans  là  cas  particulier,  los  coinposaiiles  du  tourbillon  sui- 
vant l'ase  des  y  et  l'axe  des  r  sont  uulles  {voir  la  note)  ;  le 
I tourbillon  possède  une  inlensilc  coDstanlc  2Gc  le  long  des 
lignes  (le  tourbillons  parallèles  à  l'axe  dos  x. 
Le  mouvement  du  liquide  consid<!i'é  esi  absolument  déEni 
par  le»  conditions  que  nous  venons  d'établir  ;  par  conséquent, 
les  lignes  de  courant  coïncideront  absolument  avec  les  lignes 
de  Icnsion  que  nous  avions  tracées  précL-demment. 
Nous  devons  renoncer   à  établir  d'aulres  résultats,  car  îl 
nous  faudrait  nous  baser  sur  dos  théorèmes  d'hydrodynami- 
que  que  nous   ne  pouvons   supposer  connus   de   la  plupart 
Lde8  lecteurs.  Nous  nous  bonioroiis  à  indiquer  un  article  de 
K.Bredt  paru  dans  la  Zeifschrifl  des  Vereins  lieultcher  Jngc- 
Kure,   18%,  n'  26,  qui  montre   tout  le  parti  que  l'on  peut 
tirer  de  l'assimilation  du  problème  de  la  torsion  à  une  ques- 
kioD  d'hydrodynamique.  On  verra,  tnlie  autres,  comment  on 
■peut,  à  l'aide  de  celle  méthode,  étudier  la  répartition  et  cal' 
Iculer  appro.\imativement  la  grandeur  des  actions  moléculaires 

chaque  point   [angentes  iiu  vfuleur  correspondant  h.  v,  w,  et  les 

t  de  tourbUlojis  t[ai,  en  cliaciin  de  leurs  points,  sont  tangentes  au 

i(0ur   loorhillon.  Si   nous  désignons  pour  abrtîger  par  Ji,  fi,  v  les  compo- 

'  i  ds  tourbillon,  les  équations  diiTérentielles  de  ces  derniËres  lignes  soqI: 

dj        dy dt 

Bii  eo  parUculier,  In  vilesse  est  indépendante  de  x,  comme  dans  le  cas  qui 
BS  occupe,  u  est  nul,  ainsi  que  les  dérivées  partielles  de  c  et  ic  [lar  rap* 
iert  k  X-  Les  valeurs  explicites  des  com|iosante3  >,  u,  v,  sont  alors 

^  =  dj~  d'.''^^''^"' 
i  équations  difléreotielles  des  ligues  de  tourbillons  prennent  la  forme 
dx       dy        dx 

t,  0  0 

dy  =  dz  =  0. 

Les  lignes  de  tourhilions  sont  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  x. 
Pour  plus  de  délails,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  l'ouvrage  ds  M  J'oincaré, 
Théorie  des  lourbillont.  Paris,  G.  Carré,  1893. 

N.  du  T. 
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dans  le  cas  (le  proflls  compliqués,  comme  les  soctioas  âoobifl 
té,  par  exemple.  M.  Dredt  esl  toutefois  ilans  l'orrerir  lorsque 
s'atlribue  la  pi-iorilé  do  l'équalion  (3il)  :  loiil»  celle  i 
latioii  lia  prublùme  cie  la  lorsion  à  l'hyclro dynamique  se  tronvi 
déjà  développée  dans  l'ouvrage  de  Tait  et  Thomson  >•  Nalan 
Pliiloso(ihy.  » 

Lu  méthode  que  uoiis  venons  de  décrire  condait  à  (tej 
résultais  parliculiiiroRienl  lutéressants  lorsqu'on  t'emploîi 
pour  éludier  la  pcrlurbalion  que  cause,  dans  la  répartition  I 
l'intensité  des  aciîons  moléculaires,  une  fissure  ou  en  généri 
une  irrégiilarilé  quelconque  (défaut  de  fonte,  clc.)  de  la  se« 
tion  considérée.  Supposons  que  celle  irrégularité  puisse  éln 
assimil<^e  \  un  pt-tif  trou  circulaire.  Le  champ  des  (eusionf 
éprouve,  par  suite  de  la  présence  de  cet  obstacle,  des  raoâîa 
cations  importantes  :  les  lignes  de  tensions  qui  ne  peuvetJ 
en  traverser  les  parois  doivent  le  contourner.  On  voil  immSJ 
dialemerit  que  la  vitesse  du  liquide  ou,  ce  qui  revïcnl  i 
même,  les  actions  moléculaires  du  prisme,  seront  par  suit! 
augmentées  le  long  des  parois  du  trou.  On  peut  détermtne| 
par  le  calcul  l'influence  de  celle  irrégularité  ;  ou  trouva  ijuj 
les  actions  moléculaires  sur  tes  bords  du  trou  sont  égala 
au  ilnublr  de  c  f/ti'ellf.t  sernifn/  s'il  ii'ij  avait  pas  d'ùbittà 
rie.  Il  ne  nous  est  pas  possible  de  donner  ici  celte  détuonslrH 
lion  par  suite  des  connaissances  en  hydrodynamique  qu'elifl 
exige. 
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THÉORIE  DE  BOUSSINESQ  ET  DE  HERTZ 
DUKKTÉ  DES  CORPS 


■  l&. Théorie  de  lloiiaHincitf|.  —  Considérons  deiis  corpsJ 
obéissant  à  la  loi  de  Huoke,  qui  se  tnuclicnt  suivant  un  poiol 
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bu  une  giînéraLrice  de  leurs  surfaces.  î>i  nous  pressons  ces 
Ideux  solides  l'un  contre  l'autre-,  il  se  produit  à  l'endroiLdu 
Contact  une  déformalion  :  les  deux  corps  so  louchenl  suivant 
I  surface.  Ou  peul  su  proposer  de  déterminer  exactement 
Bes  déformations  subies  par  les  corps  dans  ces  conditions,  ainsi 
Iquo  les  aclioiis  moléculaires  qui  en  sont  corrélatives. 

C'est  là  le  but  de  la  théorie  de  llerlz  ainsi  que  celui  de  la 
Blliéorie  similaire  do  Boussinesq  dont  nous  donnerons  d'abord 
Pun  résumé,  sans  entrer  plus  avant  dans  le  sujet  que  ne  le  com- 
liporte  le  plan  de  cet  ouvrage. 

Considérons  un  corps  limité  h  su  partie  supérieure  par  un 
lilan  borizonlal  ol  assez  grand  pour  que  nous  puissions  le  con- 
sidérer comme  illimité  dans  les  autres  directions.  Si  la  terre, 
■ipar  exemple,  obéissait  H  la  loi  de  llooke,  nous  pourrions  lui 
■fissimiler  le  corps  en  question.  Nous  avons  vu  toutefois  que 
Bcette  hypolbfese  n'est  pas  exacte. 

Supposons  qu'en  un  point  du  plau  supérieur  on  applique 
[une  force  isolée  P.  Sous  l'iuQuence  de  celle-ci,  le  plan  se  dé- 
fforme  ;  nous  allons  étudier  ia  nature  de  celte  déformation- 
tChoisissons  un  systi-me  de  coordonnées  dont  l'origine  6st  le 
■■point  d'application  do  V  (dans  la  position  initiale  de  coder- 
Enier)  et  dout  l'axe  des  z  coïncide  en  sens  et  en  direction  avec 
rcetlo  force  ;  supposoiis  de  plus  ce  système  ti.\e  dans  l'etpace. 
iKoiis  pouvons  dire  que  les  parties  du  corps  très  distantes  du 
f  point  d'application  de  P  ne  se  déplacent  pas  sensiblement  par 
\  rapport  aux  axes  de  coordonnées.  L'axe  des  œ  et  l'axe  des  y 
I  sont  horizonlaux  et  sont  contenus  à  l'élat  initial  dans  le  plan 
I  qui  limite  le  corps  ;  soit  r  la  distance  d'un  point  quelconque  du 
I  corps  A  l'origine,  on  a  : 

r'=x'  —  i/'  -f'.  (345) 

Pour  »■=  00,  étant  donné  le  choix  des  axes  de  coordonnée.s. 
Mes  déplacements  élastiques  ;,  /,.  Z  doivent  s'annuler.  En  génc- 
Iral,  CCS  quantités  Ç,  t„  Z_  auront  fi  satisfaire  aux  conditions  <;é- 
pérales  d'équilibre  que  nous  Iranscrivoas  ici  ànouveau  : 


1 
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m  — 2  dx         ' 

Aï       I        m      de 

Aiy-    ,       m     de 
m  —  2  ar 

Nous  allons  montrer  que  le  syslënie  de  valeurs 

X  zx 

s^  1  r» 

dans  lequel  p,  g,  n  désignent  3  constantes,  représente  un  état 
élastique  possible,  c'est-à-dire  compatible  avec  les  conditions 
générales  d'équilibre.  La  démonstration  exige  des  calculs  un 
peu  longs,  mais  qui  ne  présentent  pas  de  difficultés. 
Nous  tirons  d'abord  de  (346J  : 

rfÇ f— 1—  g        .       ^     rfri 

dx  ~  ~^  Lrr  +  r«  ~  (rr  +  H)«  ^^'^^^^  5iJ 


d'aulre  part,  en  différenciant  (315)  par  rapport  à  Xy  nous  obte- 
nons : 

^    dr      ^ 

dr X 

dx       r  ' 

En  substituant  ce  résultat  dans  3-,  et  en  réduisant  les  ter- 

dx 

mes  semblables,  nous  trouvons  : 

E=-P  (s  +  n^f- ^"  — 7i ^^"^ 
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En  permutant  a;  et  y  dans  celle  expression,  nous  obtenons 

immédiatement  —  : 

ày 

dTi  r«(r  +  r)-y«(r  +  Sr)  r  (r»  -  3y') 

-.  =—p /._i_^u^ 1-^  — :i —  •    (348) 


dy 


(r  +  rY  r» 


Enfin,  la  troisième  des  équations  (316)  fournit  par  différencia- 
tion la  relation  : 


d*' 


r  (5fr«  —  3r«) 


(349) 


Si  nous  additionnons  les  3  dérivées  que  nous  venons  de  cal- 
culer, nous  obtenons  e  (formule  289).  Dans  la  somme,  les  ter- 
mes contenant  le  facteurs  se  réduisent  à 


€l  ceux  que  multiplie/;  peuvent  s'écrire  : 

2r»  (^  +  r)  —  (7-»  —  s»)  (s  +  2r) 


— /^ 


(5  +  r)»  r» 


Si  Ton  effectue  les  simplifications,  cette  expression  se  réduit 


à  : 


—P 


z  (»•«  +  2r2  +  s«) 


(r  +  r)»  r» 
ou,  enfin,  si  Ton  divise  par  {z  +  ;•)*,  à  : 


-p? 


Donc,  finalement  : 


^=(n— ;>— 9)1 


(330) 


11  nous  faut  maintenant  former  A';. La  différenciation  directe 
serait  trop  longue,  aussi  élablirons-nous  de  préférence  quel- 
ques formules  préliminaires  dont  Teinploi  abrégera  le  calcul. 

Soient  A  et  B  deux  fonctions  quelconques  de  a*,  y  et  r  : 
on  a  : 
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d  A  — -i     R  — 

dx  ^  dx  dx 


—    AB)  =  A— +  2  —  — -^B—  . 

dx»  ^  </x«  dxdx  dx^ 

On  trouverait  de  même  deux  expressions  analogues  pour 
les  dérivées  par  rapport  à  y  et  à  r  ;  par  conséquent  : 

A*(AB)  =  AA"B  +  BA*A  + 

/rfA  c[B         dAM        dXdB\ 

\dx  dx        dy  dy        dz  dzj  ^       ' 

Cherchons  encore  la  valeur  de  A*  [-j,  A  étant  comme  ci- 
dessus  une  fonction  deo;,  y  et  r.  Nous  avons  : 

dx\kl  A»  dx  ' 

£_  /1\ 2  d«A         t  /d\y 

dx'  \I/  ~        A«  rfx*        A'  \dx}  ' 

et  par  suite,  en  tenant  compte  des  expressions   de   même 

forme  que  Ton  peut  établir  pour  -r-l-  I  et —  (-)  : 

^  *         dy'\A/      dz*\Aj 

-i=-^"A-f.[(tT+(fr+Q']- "'^> 

Calculons  maintenant  AV.  Nous  avons  déjà  trouvé  : 

dr       X 


donc 


dx' 

r 

d>r 

1 

X 

dr 

r«— x« 

dx« 

r 

~î^ 

dx 

r» 

Nous  avons  des  expressions  analogues  pour  les  dérivées 
par  rapport  k  i/  el  k  z  ;  il  vient  donc,  si  Ton  lient  compte 
de  (315)  : 

AV  =  i  .  (3S3) 
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En  verlu  de  (352),  nous  trouvons,  toutes  réductions  faites  : 

A*i  =  o.  (354) 

C*est  là,  notons-lo  en  passant,  une  des  formules  les  plus 
connues  de  la  théorie  du  potentiel.  —  Poursuivant  notre  but, 
nous  formons  : 


r 


et,  d'après  (352), 


^«/  i  \ 2      .     2    f/^v  ■  (yy  .  (t±IY^ 


(355) 


r  (r  +  r)« 

Nous  trouvons  encore  à  Taide  de  la  formule  (351)  et  en 
tenant  compte  de  (354)  : 

A»Ç-)=A'(a.xJ)  =  -2^,.  (356) 

Ces  calculs  préliminaires  faits,  nous  pouvons  former  sans 
grande  peine  A*Ç.  Pour  A*  du  premierUerme  de  Ç,  nous  avons 
d*abord,  étant  donnée  la  formule  (351)  : 

A'— ^-  =f  A*  (  J_W  -!—  A«î  + 
r{z-\-r)        r        \z  -\'  rj       x    -^  r       r 

L      \r        rV  r  (r  +  r)'  ^  r'  r  (^  +  r)«"^r»  r  (r  +  r)«J' 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  (355)  et  (356)  et  en 
effectuant  les  opérations  : 

4  1        ^ ?f 2x  — r«  +  a?«+y«-f  r«+rz 

r  (r  +  r)  ~  rM2  +  r)«       r»  (r+  r)  '^  ^  r^  (z  +  r)« 

r«  —  r  (z  +  r)  -4-  rr 
r*  (z  +  ry 

Le  membre  de  droite  s^annule,  donc  : 

X 


A' 


r(r+r) 


—  0.  (357) 

27 


N 


^ 
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Nous  pouvons  poser  aussi  immédiatement  : 

^'  T^,=  o,  (358) 

par  suite  de  la  symétrie  des  expressions. 

ËfTectuoDs  maintenant  l'opération  A'  sur  le  second  terme  de 
;•  Nous  avons  d'abord  : 

dx\r^]  r^^       r^ 

les  dérivés  secondes  par  rapport  à  y  et  à  r  sont  de  nnième 
forme,  par  suite  : 

^i^)  =  l-  (359) 

^*zx  étant  nul,  nous  avons,  formule  (351)  : 


6xs 

=  -— •  (360) 

Nous  trouvons   donc,  finalement,  en  vertu  des  formules 
(3S7)  cl  (360)  ; 

L'équation  (350)  donne  : 

de  ^.  zx. 

si  Ton  substitue  les  deux  valeurs  précédentes  dans  la  pre* 
mièrc  des  équations  fondamentales, 

ç   .       m     de 

on  reconnaît  que  celle-ci  est  identiquement  satisfaite»  si  les 
constantes  /),  ^,  n  sont  telles  que 

2n4-jjj— ^(n  — ;»  — ç)  =  o.  (361) 


\ 


;i.  >.:i;.j 
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La  considération  de  la  seconrlc  des  éqaalions  fondamen- 
talt-s  ne  Ftiurnit  pas  de  relation  noirvelle,  loutes  les  formules 
élanl  absolamenl  symt-lriqnes  par  rapport  à  j:  et  y  ou  Ç  et  i^, 
£lle  sera  certainement  salisraite  si  l't^qualion  de  condilion 
(361)  est  remplie. 

Calculons  maintenant  A'~.  Le   A' du   premier  ternie  de  Ç 
[  disparaît  àcause  de  la  formule  (334).  Pour  le  A*  du  second,  nous 
obtenoas  (formule  351)  : 

A'-=s*A'4-T-2-^  — is  V 


I  ou,  en  tenant  compte  de  (3S9)  : 
. ,  jt       »r'  -  fil- 

Nous  avons  donc  : 


(362) 


D'autre  pari,  d'après  (350) 

I  si  nous  substituons  les  deux  valeurs  qui  précèdent  dans  la 

I  troisième  des  équations  fondameatales  : 

.,-   ,       m      de 

I  HOU»  voyons  que  celle-ci  est  nussi  identiquement  satisfaite  si 
I  la  relation  (361)  est  remplie. 

Nous  avons  donc  prouvé  que  le  système  de  déplace- 
I  ments  élastiques  Ç.  tj,  X  choisi  (éq.  346)  correspond  à  un  état 
I  élastique  possible.  Il  nous  resie  à  montrer  qu'il  satisfait  de  plus 
I  aoz  conditions  aux  limites  du  problème.  Ces  conditions  sont 
J  les  suivantes  :  Le  plan  LorÎKOulal  limitant  le  corps  n'étant 
■  «olUcîléque  par  la  seule  force  1*,  les  composantes  Hi  des 
luctions  moléculaires  doivent  être  nulles  pour  £  =  o,  sauf 
ftdans  le  voisinage    immédiat  de  l'origine.  Il   faut,  de   plus,  et 


420  CHAPITRE  XI 


pour  la  même  raison,  que  les  composantes  Szx  et  Szy  soient 
nulles  en  tous  les  points  de  la  surface.  Vérifions  d'abord  si 
cette  dernière  condition  est  satisfaite.  Nous  avons  (for- 
mules 290): 

d'autre  part,  les  relations  (346)  fournissent,  pour  les  dérivées 
partielles  qui  figurent  dans  ces  expressions,  les  valeurs  sui- 
vantes : 

X  r«-3z> 


=  P'—nx 


!•» 


dv  y    .         r»-3z« 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  de  S» 
et  S;y,  nous  obtenons,  toutes  réductions  faites, 

)  Zi    }  (3«3) 

Ces  composantes  doivent  êlre  nulles  pour  z=o  ;  il  faut  par 
conséquent  que  les  constantes  p^  n,  q  satisfassent  à  Téqualion 
de  condition  : 

p  -:-  n  —  q  =  0.  (364) 

Calculons  maintenant  R*  ;  la  formule  (294)  donne  : 


«'=2«(i+^.)' 
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nous  avons  ici  : 

JZ  z  iiz        'Az'\ 

-V7.  +  "7.-17  • 


di 


et 


par  suite  : 

R»  ^  2G  -  f— 0  +  2h  +  "^^^ 


-  3/'  -. 


Cette  expressioQ  s'annule  en  ePTel  pour  z  ^o,  sauf  dans  le 
voisinage  de  l'origine.  En  ce  point  i-  =  o,  z  prend  la  va- 
leur indéterminée-.  Nous  pouvons  encore  sireiplîtier  l'expres- 
sion de  Rri  résolvons,  par  rapport  h  p  et  q,  les  deux  équa- 
tions (361}  et  (36i)  qui  lient  entre  elles  les  constantes  /),  q,  n, 
nous  obtenons  : 


P  =  - 
9  =  - 


(365) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Rj,  nous  trouvons  finale- 
ment : 


-  6G/1  - 


(366) 


Celle  formule  no  nous  permet  pas  de  déleiminer  les  valeurs 
que  Rf  prend  k  l'inlërieur  de  la  surface  de  contact.  Il  faut,  du 
reste,  remarquer  que  toute  la  théorie  renonce  à  décrire  les 
phénomènes  qui  se  produisent  dans  le  voisinage  immédiat  da 
point  d*applicalion  de  la  charge  ;  sans  cela,  nous  n'aurions  pu 
prendre  pour  les  déplacements  élasliqnes  les  valeurs  choisies 
(formules  3V6).  Celles-ci  prennent,  en  efTel,  la  valeur  indéter- 
minée -  k  l'origine. 

La  théorie  de  Boussinesq  n'e^t  valable  que  pour  les  points 
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situés  à  une  certaine  distance  de  Toriginc  et  se  base  surThy- 
polhëse  que,  pour  ces  points,  la  répartition  de  la  charge  à 
l'origine  n'exerce  pas  d'influence  sensible. 

Il  nous  reste  à  déterminer  la  constante  n  qui  dépend  de  Tin- 
tensilé  de  la  force  P.  Pour  éviter  d'avoir  à  considérer  les  phé- 
nomènes dans  le  voisinage  immédiat  de  l'origine,  nous  procé- 
dons de  la  manière  suivante  :  menons  un  plan  horizontal  à 
une  distance  z  de  l'origine  ;  si  nous  faisons  abstraction  du 
poids  propre  du  corps,  il  est  évident  que  la  somme  des  com- 
posantes Rj  qui  agissent  sur  ce  plan  doit  être  égale  à  P.  Tra- 
çons dans  ce  plan  une  circonférence  de  rayon  p  dont  le  centre 
soit  sur  Tazc  des  z,  nous  avons  : 

p*=r«— z*.  (367) 

D'après  (366),  Rs  possède  en  tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence la  même  valeur,  par  conséquent  la  grandeur  de  la  ré- 
sultante des  forces  R:^  qui  agissent  sur  une  surface  annulaire 
comprise  entre  les  circonférences  de  rayon  p  et  p  +  rfpesl 
égale  à  : 

6Gn  —  27tpr/p. 

(.«+i«)i 

L'intégrale  de  celte  expression,  prise  entre  les  limites  p=o 
et  p  =  oo,  doit  être  égale  à  P.  Nous  pouvons  laisser  de  côté  le 
signe  —  de  la  formule  (366),  qui  exprime  simplement  que 
R*  est  un  effort  de  compression.  Nous  avons  donc  : 

6Gniï  ^  '       ^  '^ 


Jo  (»«  +  x')  i 


0»' 

l'intégrale  est  facile  à  calculer  ;  on  a  : 


/ ^ ^ ~"  3  'p  "^  ^  ^       =r7' 


donc: 

4Gnit  =  P. 
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Pour  que  celte  relation  soit  idenliqucment  satisfaite,  il  suf- 
I  fit  de  prendre 

„=±.  (368) 

Si  nous  introduisons  les  valeurs  des  constaates  p,  q,  « 
Idans  les  expressions  de  Ç,  t„  X..  celles-ci  deviennent  : 


£ 

.1 P 

-, 

r' 

r,=- 

y          1' 

Ç^ 

!'"-> 

1          F    ï'_ 

Pour  comparer  ces  rùsullals  avec  ceux  fournis  par  l'expé- 
Irience.le  mieux  est  de  contrôler  les  valeurs  de  ï^  &  la  surface  du 
I  corps,  car  ce  sont  évidemment  les  déformations  du  plan  supé- 
I  rieur  dans  le  sens  Je  l'axe  des  2  qui  peuvent  se  mesuter  le 
plus  Facilement.  Pour  2^0,  nous  avons,  en  tenant  compte  de 
|la  relation  : 

G  = 


m'  — 1  P 


(370) 


H  résulte  de  celte  formule  que  le  plan  considéré  se  trans- 
jforme,  dan»  la  déformation,  en  un  liyberbolo'ide  de  révalulioa. 
lEn  particulier,  il  devrait  en  être  ainsi  avec  le  sol  si  celui-ci 
^obéissait  {t  la  loi  de  llooke.  Nous  avons  déjà  signalé  à  l'arti- 
llicle  74  les  essais  de  l'auteur  qui  ne  confirment  pas  cette  con- 
Iclasion. 

L'élat  élastique  du  corps  est  compliïtement  déterminé  par 
Iles  relations  (369).  Il  serait  facile  maintenant  d'en  tirer  dî- 
Ivorses  conséquences  au  sujel  de  la  répartition  dos  actions 
Itno  lé  cul  aires.  Nous  n'entrerons  toutefois  pas  dans  de  plus 
■  longs  calculs,  et  nous  nous  bornerons  à  signaler  quelques 
Irésaltals  que  le  lecteur  pourra  établir  lui-même  sans  diffi- 
I  culte. 


Il  suFlit  d'étudier  la  réparlltioii  des  actions  moléculaires! 
dans  un  plan  quelci>ni]ue  passant  pur  l'axo  des  :,  car  ceUA^ 
réparlilion  ust  la  enfume  pour  tous  los  autres.  Considârnns  loi 
plau  ijz  par  exemple,  cl  mmioiis  un  plan  horizontal,  ;=^cunsl.,r 
qui  coupe  le  premier  suivant  une  horizontale.  En  toiiK  les^ 
points  (le  cette  ligne,  Sty^â  icc  qui  résulte  du  reste  de  t^-fl 
symclrie).  Soit  T  la  résultante  do  Ils  ol  Sî,  pour  la  soctiniL 
horizonlale  ;  celle  force  passe  par  l'origine  et  son  intensité  es|fl 
dount^e  par  la  formule  : 

De  plus,  si  l'on  trace  une  circonférence  de  ravon  quolcon-l 
que,  passant  par  l'origine  et  dnnt  le  centre  se  trouve  surl'axoM 
des  :,  on  démontre  que  T  possède  la  mi^me  valeur  eu  touslcsJ 
points  fie  la  circonférence  et  varie  en  raison  inverse  du  carril 
du  rayon  de  celle-ci.  Ces  indications  permettent  de  se  (airil 
une  idée  relativement  claire  de  la  répartition  des  aclious  rio-4 
léculaircs, 

ll«.  Théorie  de  llertx.  —  La  théorie  do  Hertz  »o  mdtlll 
sensiblcnionl  dans  l<;s  mêmes  voies  que  celle  de  Doussinesq,! 
elle  demande  loutefois  des  calculs  plus  longs  ;  c'est  pourquoB^ 
nous  avons  préféré  traiter  la  théorie  de  Boussinesq  d'unfl^ 
façon  plus  détailk^e.  tandis  que  nous  ne  ferons  qu'indiquer  \n 
grands  traits  do  la  théorie  de  lierlz.  Pour  une  étude  plus  &p-1 
profondie  de  la  question,  nous  renverrons  le  Ucleur  soîl  e 
mémoire  original  de  Hertz,  soit  A  l'ouvrag-o  de  Love  :  Trt-athtW 
ontfie  Ihearij  of  Ela^icitti,  2  vol.,  Cambridge,  1892-y3. 

lierlz  détermine  aussi  un  système  de  valeurs  \,  t,,  ^  quu 
satisfait  les  équations  générales  et  les  conditions  &  la  limiter 
Il  considère  deux  corps  dont  les  surfaces  ont  des  courburu 
quelconques  el  les  suppose  pressés  l'un  contre  l'aulre  avec  nua 
force  donnée.  Il  admet  toutefois  que  la  surface  ilo  conta* 
créée  par  déformation  est  de  dimensions  très  petites  cDm[iad 
raiivement  ans  rayons  de  courbures  des  surfaces.  Tandis  qu^ 
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h  Hiéorie  (le  Boiissincsq  cesse  d'èlre  valable  dans  le  voisinage 
Eu  point  d'application  de  la  force,  la  théorie  d'Hertz  rend 
Komple  au  contraire  des  phénomijnes  a  l'intérieur  de  la  siir- 
BCG  de  contact  des  deux  corps  et  dans  le  voisinage  immé- 
diat de  celle-ci.  Par  contre,  pour  les  points  situés  à  des  dis- 
[stices  litiies,  elle  cesse  d'éti'o  applicable. 

On  trouve  que  la  surface  de  contact  est  toujours  limilde  par 

■no  ellipse,  qni,  dans  ijuelquos  cas  spéciaux  devient  un  cercle. 

Les  expressions  pour  ;,  r,,  ^sont  plus  compliquées  que  dans 

,  Ibi^orie  de  Boussinesq.  Nous  pouvons  résumer  la  marcbe 

jdu  problème    do  la   fai;on   snivanic  :   on    considtiro   l'équa- 

■ion  (297)  : 


On  sait,  par  la  lliêorie  du  polcnlicl,  que  la  force  v  émanant 
fcte  masses  dislribuées  d'une  façon  quelconque  sur  une  surface, 
|et  dont  l'inlensilé  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  ia  dis- 
lance,  satisfait  à  l'équation  ci-dessus  en  Ions  les  points  de 
l'ospace,  sauf  à  l'intérieur  de  la  surface.  Ainsi,  si  Ton  sup- 
■OBC  la  surface  de  contact  des  deux  corps  couverte  de  masses 
attractives  (par  exempte  de  masses  électriques)  réparties  selon 
une  toi  de  densité  déterminée,  et  si  l'on  prend  en  chaque  point 
du  corps  les  déplacements  élastiques  proportionnels  à  la  force 
k^ttractive  émanant  de  ces  masses,  on  obtient  un  système  pos- 
Ublo  de  valeurs  Ç,  t.,  ^.  Celui-ci  ne  satisfait  toutefois  pas  les 
sondilions  aux  limites.  Par  contre,  il  est  possible  de  former,  à 
D'aide  du  potentiel  de  ces  masses,  d'autres  fonctions  qui  satis- 
bnt  les  équations  générales  et   certaines  des  conditions  à  la 
lile,  de  sorte  qu'après  quelques  essais,  on  peut  arriver  à  la 
raie  solution.  C'est  le  chemin  que  parait  avoir  suivi  Hertz 
lans  ses  recherches. 

'  Soit  V  le  polenlici  îles  masses  réparties  sur  la  surface  de 
Kinlact  ;  si  nous  formons  la  foticlion  n  déitnie  par  la  retalion 
l^uivanle  : 
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fW3,  (372) 


U=az\  —  b 


il  est  facile  de  reconnaître  que  le  système  de  valeurs 


dn 

dn 

^      dn         -, 
^  =  ^  +  cV, 


)  (373) 


satisfait  aux  équations  fondamentales,  à  la  condition  que  les 
constantes  a,  h,  c  remplissent  la  relation  : 

2a^^^{2a^c)=o.  (374) 

Il  reste  à  vérifierles  conditions  aux  limites.  Les  actions  molé- 
culaires tangentielles  doivent  être  nulles  àlasurfacedes  corps. 
Si  Ton  forme  Sxr  cl  S^y,  on  voit  que  cette  condition  est  rem- 
plie si  : 

2rt  — 2ô  +  c=o.  (375) 

Apres  quelques  transformations,  et  en  remplaçant  6  et  c  en 
fonction  de  a  à  l'aide  des  équations  (374)  et  (375),  on  trouve 
pour  Rz : 


R,  =  2aGUÇi-Ç}  (376) 

\     dz*        dz  I 


A  la  surface  des  corps,  c'est-à-dire  pour  s=o,  cette  expres- 
sion se  réduit  à  : 

R,=  o=-2Ga^.  (377) 

dz 

Cette  quantité  s'annule  partout,  sauf  à  Tintérieur  de  la  sur- 
face de  contact.  On  voit  maintenant  la  raison  pour  laquelle 
nous  avons  supposé  que  les  masses  dont  nous  avons  pris  le 
potentiel  sont  réparties  seulement  &  Tintérieur  de  cette  sur- 
face. 

Telle  est,  dans  ses  grands  traits,  la  théorie  de  Hertz.  Natu** 
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hUement,  il  faul  considérer  les  deus  corps  ;  d'oii  résulte  en- 
)re  quelques  condilions  aux  limites,  dans  l'esposi^  desquelles 
BoDSD'eutrcrons  pas. 

I  Les  résultais  les  pins  importaols  auxquels  Ilerlz  est  arrivé 

lOQt  les  suivants.  Supposons  que,  lorsque  les  corps  soiil  à  leur 
,  initial,  c'esl-à  dire  qu'ils  ont  un  point  de  coutacl  coin- 
iHn,  on  détermine  dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  dernier 

slieu  des  points  des  deux  surfaces  qui  sont  distants,  dans  le 
ins  de  l'axe  des  z,  d'une  quantité  constante  très  petite  e.  La 
rojection  du  lieu  géométrique  de  ces  points  sur  le  plan  tan- 

»Bt  commun  aux  deus  surfaces  est  une  ellipse  (théorie  de 

■indicatrice).  HeriK  trouve  que  la  surface  de  contact  est  aussi 

mitée  par  une  ellipse  dont  les  axes  coïncident  avpc  ceux  de 

h  précédente  ;  par  contre  le  rapport  des  axes  entre  eus  n'est 

■s  le  mOnn!.  Il  trouve  pour  les  dtmi-axes  «  et  ù  de  l'ellipse 


>  contact  : 


•^  V  *if"  +  ffi+P.r 


3P(0,+S,) 


) \ 

(378) 


+Pi>+P,.+P») 


I  Lea  coeflicientsnumériques  |jl  et  v  ne  dépendent  que  du  rap- 
prt  des  axes  de  l'ellipse  p  =  con5t.  Hertz  en  donne  une  ta- 
ie. Si  Tellipse  e  =  constante  dégénisre  en  cercle,  u.=  v  =;  1 ,  la 
brface  de  contact  est  aussi  limitée  par  une  circonférence, 
tans  la  formule  précédente,  P  désigne  la  force  avec  laquelle 
I  deux  corps  soûl  pressés  l'un  contre  l'autre  ;  d,  et  h,  sont 
■ux  constantes  se  rapportant  chacune  ii  l'un  des  corps  et  dé- 
tndant  des  propriétés  élastiques  de  la  matière.  Etant  donné 
(os  notations,  nous  avons  : 

m'E  mG 

l  Enfin,  les  quantités  p  représentent  les  4  courbures  principa- 
B  des  deux  corps  à  l'état  initial  (ce  sont  donc  les  valeurs  réci- 
roqaes  des  rayons  de  courbure  principaux). 
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La  réparlilion  des  actions   moléculaires  R*  sur  la  surface 
de  contact  est  donnée  par  la  formule  : 


(379) 


A  la  périphérie  R^  =  o  ;  sur  le  reste  de  la  surface,  R-  varie 
comme  Tordonnce  d'un  ellipsoïde  construit  sur  la  surface  de 
contact.  R^  atteint  sa  plus  grande  valeur  au  centre  de  cette 
dernière.  Celte  valeur  maximum  est  égale  à  1  1/^  ^^  valeur 
moyenne  pour  la  surface  entière. 

Dans  le  cas  particulier  d'une  surface  de  contact  circulaire, 
on  trouve  pour  la  valeur  maximum  Ro  de  Rs  : 


et,  pour  le  rapprochement  a  qu*éprouvenl  les  deux  corps  parle 
fait  de  leur  aplatissement  : 

,=»îi!^  .  .  (3,., 

Le  diamètre  2a  de  la  surface  de  contact  croit  proportionnel- 
lement à  la  troisième  racine  de  P,  ainsi  que  R^  ;  a  varie  pro- 
portionnellement à  la  puissance  2/3  de  P. 

En  particulier,  pour  deux  sphères  de  même  matière,  de 
rayons  riCtr,,  on  trouve,  si  Ton  remplace  0  parla  valeur  indi- 
quée plus  haut  et  si  Ton  prend  ///  =  •-: 


''-'^''^/li!^.  (3»^) 


Le  signe  —  dans  la  formule  ci-dessus  correspond  au  cas 
où  Tune  des  sphères  serait  creuse.  De  plus  : 

3  y 

R,  =0,388    Y/PE*[îli^T,  (383) 


3 


a=l,23v/^'^^-±^*-  (38i) 
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Un  aulrc  cas  inléressanl  est  celui  d'une  sphère  de  rayon  r 
et  d\ine plaque  \  on  le  déduit  du  précédent  en  faisant  croître 
indéfiniment  le  rayon  de  l'une  des  sphères.  II  vient  : 


a=Mi    ^l 


(385) 


(386) 


(387) 


Pour  deux  cylindres  de  même  rayon^  croisés  à  angle  droite 
on  trouve  : 

Ro=  0,388%/^*.  (388) 

Cas  de  deux  cylindres  de  rayon  r^  et  r,  qui  se  touchent  sui- 
vant une  génératrice.  Il  faut  admettre  les  cylindres  infiniment 
longs,  Tun  des  demi-axes  de  Tellipse  de  contact  devient  infini 
et  Tautre  prend  la  valeur  : 


«=^'^Vê-'mB:.'  ^'''^ 


on  trouve  aussi  : 

Ro=  0,418  i  /p'E  '-^^^^.  (390) 


Ti  +  r, 


Nous  remarquons  expressément  que,  dans  ce  cas,  les  ra- 
cines sont  des  racines  carrées.  P'  désigne  la  pression  par 
unité  de  longueur  ;  c'est  donc  une  quantité  de  la  dimension 

— '••  Si  Ton  remplace  Tun  des  cylindres  par  une  plaque,  on 

trouve  : 

(391) 


Ro=0,4i8i/— .  (392) 


i    - 


Pour  qtiP  tes  formiilns  soieiil  applicables,  il   faiil  sopposa 
l'épaisseur  ile  la  pia<{uc  assez  ^raixle  pour  que  les  acliuiis  mo-  ' 
culaires  se  réparlissunl  &fii5iblemenl  comme  si  l'épaisMur 
était  iiifinit}. 


117.  Oc  la  dui-t'lé   dPM  corpM.  dr  i'pIIp  do  tnétavx 
en  partipnlier.  —  La   iiolioii  de  iliirclé   existe  n  cAlw  da» 
autres  propriélôs  élastiques  sans  aurua  lien  avec  celles-«i.  Il 
eu  était  du  moius  ainsi  avant  les  e\pi^'rieiices  faïles  par  B«rU 
sur  ce  sujet.   Les  iiiinéralu^tstcs  déterminciit  la  dureté  < 
corps  selon  la  plus  ou  moins  grantle  aptitude  de  reus-ri  1 
rayer  le  vei-re,  ils  ntit  ainsi  tMabli  une  iSihelle  dans  laqoell*! 
les  dilTérenls  degrés  de  dureté  sont  désigné»  par  des  namérosl 
d'ordre.  Lorsqu'il  s'agit  de  mëlaiix,  on   entend  plus  spécîalc*>l 
ment  par  durettî  la  résistRnce  plus  ou  moins  grande  que  l'oBi, 
rencontre  lorsqu'on  travaille   la  nialit^re   avec  des  outils  trU'J 
chants  sur  le  tour,  la  raboteuse,  de.  Ponr  l'acier,  on  se  cou-' 
tente  souvent  de  la  défînir  par  l'indication  de   la   teneur  eu 
substances  (carbone,  manganèse  ctironie,  cic.)  qui  exerceol 
une  influence  sur  la  dureté. 

lleriz  a  cherché  à  remédier  à  celte  incerlitude  danfi  U  déG- 
nilioii  de  Ift  dureté.  Il  pari  du  Tail  que  celle-ci  est  une  propriété 
élastique  de  la  mallfere  qui  entre  en  jeu  lorsque  deux  corpA  de 
mémematidreoudemalièrei^dilTérenlessonl  pressés  l'un  contre 
l'autre.  Si  la  pression  est  suFfisunle  pour  que  le  coutacl  laUs*  i 
imo  empreinte   durable,  il  se  produit  jt  la  surface  des  corpt;.| 
une  dt^lérioration  quelconque  si  l'on   meut  Vun  des  corps  ] 
rapport  k  l'autre.  Pour  pouvoir  définir  la  dureti*   en  partai 
de  ce  point  do  vue,  il   faut    nuturi'IK'meat  connaître  les  prj 
priétés  de  l'état  élastique  créé  dans  les  deux  corps  par  auil 
de  leur  conlacl.  C'est  ce  qui  a  conduit  lleriz  h  (JtaLItr  la  Iho^ 
rie  que  nous  venons  d'exposer. 

Alîn  d'obtenir  une  mesure  absolue  de  la  dureté,  Derltl 
proposé  de  comparer  chaque  matibre  avec  elle-même,  c'est-à- 
dire  d'étudier  la  compression  de  deux  solides  do  m£me  ma- 
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fière.  H   propose  tie  plus  <le  choisir  la  forme  des  éjirouveltes, 

B  façou  «jue  la  surface  de  conlucl  suit  un  cercle  ol  iraug^muii- 
ter  irisensiblemenE  la  force  avec  laquelle  li!S  douK  corps  sont 
comprimés  l'un  contru  laulrt-  jusqu  a  ce  quo  Ton  alleigue  la 
limite  à  partir  de  laquelle  les  déformulions  plastiques  com- 
ineuccnl  à  s«  proiluîre.  Coiuriie  mesure  absolue  de  la  dureit?. 
DD  prendrait   la  valeur  maxima  \\„  des  actions  moli^cuiaires 

t  au  centre  de  la  surface  de  contact,  qui  correspond  à  celte 

lar^  limite. 

Hcriz  n'a  vérifié  sa  mélhode  que  pour  le  verre.  l'Ius  tard, 
jfcnerbacli  l'a  employée  pour  divers  minéraux  et  diverses  sorles 

s  ven-o.  En  général,  les  expériences  ont  coDiîrniéla  théorie; 
nr  contre  elles  ont  mis  au  jour  un  fait  inattendu  :  l'inlluence 
Bes  dimensions  absolues  des  corps  sur  les  réâullals.  Il  se  pro- 
■oil  un  phénoml^ne  qui  peut  se  comparer  aux  phénomènes  de 
gBpillarilé  dans  les  liquides.  £n  effet,  si  l'on  n'udmeltail  pas 
^toxistence  de  ce  fait,  on  ne  pourrait  expliquer  l'inlltience  des 
bmensions  absolues  du  corps,  A  supposer  toujours  que  l'on 
Bbissc  faire  abstraction  de  son  poids  propre  :  il  suffirait  de 
opposer  les  dimensions  de  chaque  élément  de  volums  dou- 
tlées  et  de  multiplier  par  2  les  Ç,  r,,  u,  loul  en  laissant  les 
lompossnles  des  actions  molt^cutaires  invariables,  pour  oble- 
pr  DDC  solution  remplissant  les  marnes  conditions  aux  limites 
ntÉ  U  première,  l'ar  conséquent,  comme  il  n'existe  pas  d'er- 

nir  dans  la  théorie  de  Hertz,  on  est  forcé  d'admettre  que  les 
^uchCit  extérieures  d'un  solide, c'esl-à-diro  précisément  celles 
bi  jouent  nu  rôle  important  pour  la  dureté,  se  comportent 
btrcment  que  les  couches  intérieures.  Ce  fait  n'a  rien  d'élon- 
Itnl  OD  lui-même  :  on  sait  depuis  longtemps  qu'il  en  est  ainsi 
but  les  liquides,  Le  phénomîi'nc  est  beaucoup  moins  marqué 

ins  les  corps  solides,  de  sorte  qu'il  avait  échappé  à  l'ob- 
ovation. 

Dans  lo  cas  de  matières  cassantes,  telles  que  le  verre,  il  est 
pile  de  déterminer  la  dureté  selon  la  di^rinition  de  Hertit.  car 

i  dAforoiations  plastiques  qui  se  produisent  consistent  en 
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une  Hssiiro  dont  il  est  farîie  dedëtermirifïr  l'a|iparilioo.  Pou^ 
les  luéluux,  il  osl  {jIus  tiitlicilc  d'umployer  la  métliode,  car  o 
manque  de  critérium  certain  pour  l'apparitiuii  des  dêfonuft- 
lions  [ilastiques. 

Du  nombreuses  expûrionces  entreprises  par  l'auteur  cl  cou- 
tiiiiiées   par  un   de   ses  élèves,  M.  Scbweri),  avec  difTérealef 
sortes  de  fer  et  d'acior,  mil  permis  de  créer  une  niélhude  dd 
détermination  de  la  dureté  qui  paraît  répondre  d'uue  maniera 
satisfaisante  au  but  que  l'on  s'est  proposé.  On  forme  avec  Ié 
métal  à  essayer  deux  doml-cylindres  soigneusement  polis  d 
20  mm.  de  rayon.  Ces  deux  solides  sont  placés  en  croix  YuM 
sur  l'autre,  de  sorte  qu'à  l'étal   initial  le  contact  a   lieu  e 
un   point  des  surfaces  cylindriques.  On  soumet  ensuite  ce* 
solides  à.  une  certaine  pression,  et  l'on  observe  le  rayoo  d«  1) 
surface  de  contact  qui  se  forme  par  suite  de  la  défurmatiaa, 
Pour  faciliter  la  mesure  du  rayon  de  cette  surface,  or   recou4 
vre  les  éprouveltes  do  noir  de  l'uméc.  On  fait  croître  iaseuù'j 
blement  la  force  de  compression  jusqu'à  ce  que  le  diamèlrtl 
de  la  aurfsce  de  contact  atteigne  3  ou  4  mm.  On  constate  que, 
pour  tes  diamètres  supérieurs  à  4  1/2 —  2  mm.,  l'aire  dessun| 
faces  de  contact  est  sensiblement  proportionnelle  aux  force 
de  compression  correspondantes.  Ce  résultat  est  en  désaccord 
apparent  avec  les  formules  de  l'article  précédent  ;  il  faut  mw 
ger  toutefois  que  celles-ci  ne  sont  applicables  qu'aux  AéJon 
mations  élastiques,  tandis  que  nous  avons  ici  dos  déformai] 
lions  plastiques.  Si  l'on  divise  la  force  de  compre-^siou  ] 
l'aire  de  la  surface  de  contact  correspondante,  exprimée  eJ 
mm'  par  exemple,  on  obtient,  en  répétant  l'opération  pour  itf 
forces  d'intensités  diiïéronles,  une  série  de  chtlTros  qui  vaneal 
fort  peu  les  uns  des  antres;  en  en  prenant  la  moyenne,  i 
obtient  une  valeur  qui  peut  servir  de  mesure  pour  la  duret 
du  métal. 

L'influence  des  dimensions  des  éprouvitltes  se  fait  égale- 
ment sentir;  par  exemple,  pour  une  même  sorte  de  bronze 
on  a  trouvé,  pour  Ja  dureté,  les  cttitTres suivants:  01,77,63  kg; 
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ber  mm',  suivant  t|ue  les  rayons  des  éprouveltes  élaîoQl  10, 
PO  ou  40  mm. 

Il  est  donc  absolumonl  nL^cessatrc  d'employer  dans  les 
pssois  dos  éprouvGlles  de  rayon  normal  de  20  mm.,  aBn  d'ob- 
Lenir  des  résutlats  comparables  eiilre  eux.  A  la  rig;ucur,  on 
loul  rapporler  les  chiffres  obtenus  au  rayon  normal,  si  l'on 
femarque  que  la  dureté  apparente  varie  sensiblement  en  rai- 
ion  inverse  de  la  raciue  cubique  du  rayon  des  éprouveltes. 

Des  essais  faits  selon  le  même  procédé  avec  des  billes  d 'acier 
ioulé  ont  iDoulré  que  la  dureté  apparente  varie  aussi  en  rai- 
ton  inverse  de  la  racine  cubique  du  rayon  des  sphères.  Ces 
^e-spériences  ont  prouvé  de  plus  que  la  dureté  apparente  de  la 
même  malii're,  lorsqu'elle  est  sous  forme  Je  bille,  est  plus 
grande  que  lorsqu'elle  est  mise  sous  forme  cylindrique. 

Pour  des  spbëres  et  des  cylindres  de  rayons  iSgaux,  il  faut 
nuUiplier  les  chiffres  correspondant  à  la  première  forme  par 
||/3  environ,  pour  obtenir  ceux  qui  correspondent  à  la  se- 
conde. 


§6 

ÉTAT  ÉLASTIQUE  A  L'INTÉRIEUR  D'UNE  MASSE 
DE  TERRE  MEUBLE 


.  Calcul  de»  aclloim  molëculaipes.  —  Noire  inten- 
KoR  n'est  pas  d'établir  ici  une  théorie  complète  de  lu  poussée 

s  terres,  nous  désirons  seulement  donner  un  résumé  de  la 
Dnestion,  en  nous  servant  des  résnllala  qui  précèdent. 

Nous  avons  déjà  indiqué  que  le  terrain  est  susceptible  de 
Bubir  des  déformations  élastiques  ;  loulcFois,  ce  n'est  pas  ces 
Uerniëres  que  nous  voulons  étudier. 

Considérons  une  couche  de  sable  répandue  sur  le  sol,  ayant 
Darlout  la  même  épaisseur  et  couvrant  une  étendue  illimitée, 


•»  OUPITBB  XT 

cl  rtcU'rminons  l'état  élasliigue  régiiaol  on  un  point  quelroi 
que  de  celle  masse.   Le  poiiil   coiisitléré  doil   loutcfoia  ftlri 
assez  loin  des  bords,  pour  que  l'on  puisse  admettre  que  Ilnv 
fluence  de  ces  derniers  est  nulle. 

Dans  CCS  conditions,  il  est  évident  que  l'état  élastique  qnil 
r^gne  aux  points  correspondanls  d'une  série  de  ««rlicales  In 
cécs  k  travers  la  couche  de  sable  est  le  mftiue  partuuL  Pi\ 
nons  une  de  ces  verticales,  dirigée  de  haut  en  bas,  comme  s 
des  z,  nous  pouvons  indiquer  immédiatemeol  la  valeur  de  ll^J 
Supposons  un  prisme  de  base  '/F  et  de  hauteur  s,  nous  devoiu 
avoir  : 


B,(^  =  y3(/F, 


(393) 


-j-  étant  le  poids  sp(?cifique  du  sable.  La  composante  vcrtîcald 
de  l'action  moléculaire  qui  agit  en  un  point  donné  est  dopd 
de  même  grandeur  que  dans  un  liqiiile  de  densité  y.   Dans  ^ 
aeus  horizontal,  il  est  évident  que  les  actions  moléculairt 
doivent  être  les  niËmes  dans  toutes  les  directions.  L'ellipsolill 
des  actions  moléculaires  est,  par  suite,  de  révolution  autour^ 
de  l'axe  des  s.  Donc  : 


Rj 


=  R„ 


L'étal  élastique  considéré  ne  difTèrc  de  celui  qui  r^nc  àl 
l'intérieur  d'un  liquide  qu'en  re  que  Rj=Bj,  ne  sont  paa  1 
égaux  à  Ui-II  nous  faut  précisément  chercher  le  rapport  enlre  J 
les  actions  moléculaires  horizontales  et  l'action  muléeulairsl 
principale  verticale.  Il  est  évident  qae  ce  rapport  dépend  des! 
propriétés  physiques  de  la  matière.  Si  les  grains  du  sablel 
n'escrcaient  aucun  frottement  les  uns  sur  les  autres,  la  ma&se  I 
totale  se  comporterait  comme  un  liquide,  et  le  rapport  clierchél 
serait  égal  n  I.  L'intensité  des  actions  moléculaires  borizon-| 
taies  dépendra  donc  de  la  grandeur  do  frottement. 

Nous  définirons  la  grandeur  du  frolLemenL  h  l'aide  de  l'ao-l 
gle  de  frottement  que  nous  pouvons  appeler  aussi  ici  augto  I 
d*éboulemenl,  car  sur  les  bords  le  sable  prend  de  lui-même  I 
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celle  inclinaison.  Si  Ton  essayait  de  dooner  aux  bords  du  tas 
de  sable  une  pDDte  plus  forte,  ceiix-ci  s'écrouleraient.  D'après 
la  théorie  du  frollemeut,  ce  faîL  se  produit  lorsque  l'angle 
entre  la  normale  k  la  pente  el  la  verlicale  est  plus  grand  que 
l'aagle  de  frottement.  Donc,  celui-ci  est  bien  égal  à  l'angle 
d'éboulement.  Soil  :p  cet  angle  ;  considérons  à  l'intérieur  de 
la  n:>asse  un  prisme  horizontal  de  longueur  égale  à  l'uiiilé,  et 
dont  la  base  est  formée  par  un  triangle  rectaiigle  infiniment 
petit.  Supposons  les  arêtes  du  prisme  parallèles  à  l'aie  des  t/, 
soient  i/x  et  dz  les  c6tés  du  triangle  de  base,  ^  l'angle  formé 
par  l'bypolénuse  avec  l'horizontale  (abstraction  Faite  des  let- 
tres qui  sont  ici  un  peu  différentes,  nous  pouvons  nous  servir 
dd  la  figure  7).  Pour  établir  les  conditions  d'équilibre  de  ce 
prisme,  nous  utilisons  directement  les  résultats  de  l'article  It. 
Nous  avons  ici,  en  vertu  des  équations  (9),  et  en  remarquant 
que  S^o: 


R'=-^'4-^y^cos2-}, 
S'="'~"'sin2f 


(394) 


Soit  y  l'angle  formé  par  l'action  moléculaire  dont  les  com- 
posantes sont  R'  el  S'  avec  l'hypoténuse,  nous  trouvons  : 


'g-/= 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  développant  sin  2^  et  cos  S'}  et  en 
opérant  les  réductions  : 

(R.-R.)tfij. 

U  nous  importe  surtout  de  connaître  la  valeur  maximum  y' 
deTaugley.  Nous  trouvons  celle  valeur  en  égalant  k  zéro  la 
dérivée  de  tg  -^  par  rapport  à  'J-,  Comme  -J  ne  ligure  dans  l'ex- 
pression que  sous  la  forme  Ig  'J.,  il  revient  au  même  de  déri- 
ver par  rapport  k  cette  quantité.  N'ous  obtenons  : 


(H 


CHAPITBE  XI 


rf'gy_  n    _n    «•'+»-^'e'l-5"Tt8''^ 
d'où  résulte  l'éiiualiori  : 

R.- 

el  par  suile  : 


-R,lg''}'=o, 


m 


Le  double  signe  indiijue  que  le  maximum  ou  lo  minini 
eu  tous  cas  la  plus  grande  valeur  absolue  de  y',  se  prodfl 
pour  deux  directions  syraélrîqiiKS,  ce  qui,  du  reste,  élaill 
prévoir. 

Si  nous  ne  tenons  compte  que  de  la  valeur  absolue,  nol 
trouvons,  en  substituant  (3%)  dans  (395)  : 


-Hs/Hi. 


(n. 


y' ne  peut  *tro  plus  grand  que  l'angk-  de  frottement 
cela  il  se  produirait  un  s^lissement  du  terrain  le  long  des  si 
lions  de  direction  ^'.  C'est  pourquoi  l'on  nomme  ces  dcroii 
surfaces  de  glissemerU.  Il  est  certain,  par  exemple,  que  le 
sèment  qui  s'opère  dans  une  masse  de  terre  fraîchement 
mut^e  se  proiluitparune  série  de  glissements  de  ce  genre. Nioti 
avons  à  envisager  l'état  limite  dans  lequel  il  y  aencore  équilibre. 
La  grandeur  de  l'intensité   moléculaire  horizontale  Kc  qai 
correspond  h  cet  étallimito,  s'appelle  l&pottssée  activa  da  tec^ 
rain.  Nous  la  d(.'signerons  par  R'^.  Si  la  masse  considéréisa  él4 
soumise  h  une  compression  préalable,  ou  si  ell»  est  tasséu, 
De  peut  prendre   des  valeurs  plus  grandes  que  R'«.  Lors(|ilâ 
l'action  des  forces  extérieures  cesse,  Ri  doit  se  réduire  ïmmè* 
diatemt'nl  à  des  valeurs  plus  faibles.  Il  n'en  est  pas  nécessai- 
rement de  même  pour  R^  ;  il  peut  même  se  faire  que  Rx  con- 
serve, par  suite  de  l'influence  dus  charges  appliquées  arant, 
«no  valeur  plus  grande  que  R;.  Toutefois,  le  rapport  eiilr» 
K<el  l\i  ne  peut  pas  dépasser,  dans  ce  cas  non  plas,  la  volMir 
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■oi  correspond  rail  k  un  glissemeal  ^  l'intérieur  de  la  masse. 
t  plus  grande  valeur  de  Kx  compatible  avec  Ri  est  désignée 
lous  le  nom  da  poussée  parnive  des  (erres.  Nous  la  représenle- 
!0D3  par  R'U-. 
Déterminons  la  valeur  de  la  poussée  active  R'i,  c'esl-à-dire 
i  la  plus  petite  valeur  îles  actions  moléculaires  dans  le  sons 
■orizontal  qui  soîL  compatible  avec  l'état  d'équilibre.  A  cel 
iffet,  nous  Faisons  Ig  y_'^=  tg  f  dans  la  formule  (397J,  el  nous 
iésolvons  par  rapport  à  -r-- 
Posons  pour  abnîger  : 

'&¥  =  /. 
tf,  désignanl  le  coefficient  de  froltemont  ;  nous  obtenons  : 

j-'=Sr-l±2/'\'/M^.  (398) 

I  Four  obtenir  la  poussée  active,  nous  devons  prendre  ta 
h^cioe  avec  le  signe  —  ;  le  signe  -;-  correspond  à  la  poussée 
issîve. 

I  Si  l'on  prend,  par  exemple,  y  ^=35°,  c'est-à-dire /'^0,70, 
flileur   correspondant  à  celle  observée    pour  le  sable,   on 

R',  =  0,27R,.. 

rR'jp  est  donc  environ  égal  à  un  quart  de  Rj  ;  c'est  là  une 
«leur  approximative  dont  on  fait  souvent  usage  dans  lesappli- 
|a  lions. 

I  On  peut  interpréter  la  formule  que  noua  venons  d'établir 
bas  un  autre  sens.  Si  l'on  substitue  dans  (397)  la  valeur  de 

/^  prise  de  (396),  on  obtient,  si  l'on  fait  y'^  s, 

■  Or,pourlapousséeaclive,R'.c  <  Rj.tg  -y  est  parconséquent, 
vertu  de   1396),  plus   grand   que  l'unilé,  2-J>'  est  donc  un 


angle  ol>lus,  et  par  suile  l'angle  do  rrotlemenl  un  an^le  aigafl 
La  relation  (399)  donno  : 

De  là  résulte  une  rbgle  tr^s  simple  pour  la  construcliotl  dn 
surfact;  de  glissement.  Celles-ci  font  avec  l'homoatate  ou  a| 
général  avec  la  direcliun  de  l'action  principale  roiaimuiu  t 
angle  égal  à  45"  +  le  flemi-angle  de  frottement. 

f  19.  ApplipnlioH  dctt  vuiiaid^rnlian»  |iré«é«lpnl(>aad 
calcul  tie  In  paiiaiéo  dp»  terrrn  caiilre  l««  mar*  < 
•tautènenieiil.  —  Supposons  que  nous  menions  un  plan  ven 
lical  à  travers  la  masse  do  terre  considérée  et  tjue  nous  enlM 
vions  toute  la  partie  située  d'uD  cA té  de  ce  plan  pour  la  rempw 
cet  par  un  mur.  Si  ce  dernier  n'existait  pas,  la  masse  glisserai 
jusqu'à  ce  que  so  soit  formé  un  talus  d'une  inclinaison  égaU 
à  t'angic  d'éboulcmenl.  Le  mur  empAche  ce  motivein«nt  d« 
ta  masse,  il  est  donc  soumis  &  ane  certaine  ponssée,  qoeneiU 
voulons  déterminer. 

A  première  vue,  il  semble  que  l'on  peut  poser,  en  on  poid 
donné,  celle  force  égale  à  l'action  moléculaire  H^  qui  régoi 
en  ce  point  avant  que  l'on  ait  enlevé  une  partie  de  la  masao  ;o 
pourrait  liîre  k  l'appui  do  celte  supposition  qu'il  doit^tro  indl 
férent,pourlaparlie  restante,  d'être  maintenue  en  équilibrop 
le  mur  ou  par  le  reste  de  la  masse.  Ce  raisonnement  n'oat  C 
pendant  pas  absolument  e.\acl  :  tant  que  l'une  des  parties  del 
masse  est  soulenuepar  l'autre,  il  faut,  par  raison  de  syméirifl 
que  Rx  soit  une  action   moléculaire  principale  ;  par  contrt 
lorsque  l'une  des  parties  est  remplacée  par  le  mur,  la  symélr 
est  absolument  détruite.  Il  peut  triss  bien  se  faire  qae  la  terr 
exerce  non  seulement  un  elTort  normal  K  j  sur  le  mur,  mais  ausM 
un  effort  tangenliel  S.  Si  l'on  tient  compte  du  fait  que  le  md 
CÈde  inévitablement,   et  etTectiie  sous  l'influence  de  la  cliarfll 
uae  rotation  autour  d'un  ase  borizoulal,  on  arrive  même  | 
conclure  que  la  composante  S  peut  atteindre  une  valeur  ^gu 
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au  produit  de  R^  parto  coeFticiciil  du  froLlemeiil. C'est  un  point 
de  la  théorie  de  la  poussée  des  terres  sur  lequel  il  a  déjà  été 
beaucoup  discuté  et  qui  ne  sera  jamais  élucidé  dé6iiilivetnent 
que  par  des  essais. 

Si  la  surface  du  mur  qui  se  trouve  eu  contact  avec  la  lerre 
était  absolument  polie,  de  sorte  que  l'on  fùl  cerlaia  qu'il 
D'existé  aucune  force  de  frottement  ealrc  le  mur  et  la  masse, 
on  pourrait  employer  sans  hésitalîoa  les  formules  de  l'article 
précédent  ;  il  serait  enelTutindiirérentquela  partie  de  la  masse 
de  terre  considérée  Fnt  soutenue  par  le  reste  ou  par  un  mar. 
Ces  conditions  n'étant  pas  rempiles,  il  y  a  lieu  d'être  prudent 
dans  les  applications  ries  formules  précédentes  au  cas  actuel. 

Nous  pouvons  aussi  supposer  la  masse  déterre  ,' nous  admet- 
tons toujours  implicitement  que  cclte-ci  est  limitée  par  un  plan 
honeontaV)  soutenue  par  un  mur  dont  la  face  postérieure  est 
dirigée  suivant  une  surface  de  glissement  du  terrain.  Il  suffît 

pourcela  que  cette  face  forme  un  anglede  --(--avec  l'horizon- 
tale, c'est-à-dire  par  exemple  un  angle  de  60"30',  si  f  =3S*. 
(Ju  cas  semblable  ne  se  présente  pour  ainsi  dire  jamais  dans  la 
pratique,  toutefois  s'il  était  réalisé,  ou  pourrait  dire  avec  plus 
de  justesse  que  dans  le  cas  précédent,  que  le  mur  remplace 
l'eiïet  de  la  terre  enlevée.  Car,  en  effet,  dans  les  petites  défor- 
mations que  subirait  le  mur,  la  surface  de  séparation  entre 
celui-ci  et  la  masse  de  terre  jouerait  le  même  rôle  qu'une  sur- 
face de  glissement  .Nous  pourrions  donc  admettre  commegran- 
deur  de  la  poussée  du  terrain  la  valeur  de  l'action  moléculaire 
que  nous  avons  calculée  pour  une  surface  de  glissement.  Cette 
action  moléculaire  est  dirigée  dans  le  sens  de  l'autre  surface 
jlisseraent,car  l'angle  que  forment  deux  surfaces  de  glisse- 
ment est  égal  à- — '^  0U-+ y ,  comme  le  montra  la  formule 

(400).Loscompo8anteR'etS'decetteaction  moléculaire  peuvent 
être  déterminées  à  l'aide  de  (394),  enyesprimant  Rj.  en  fonc- 
tion de  R,  à  l'aide  de  (398)  et  en  faisant  •}>  =  'Y.  Pour  -{.',  on 
prendrait  la  valeur  donnée  par  (4i)U). 
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Il  es(  enfin  encore  un  aiilrv  cas  auquel  on  peul  applique! 
immédlatemenl  les  formules  trouvées  pour  l'élal  élasliqu«  j 
riuléricur  d'une  masse  rie  terre  illimitée,  c'est  celui  dans  lequel 
le  terrain  considéré  est  limilé,  i  la  partie  supiirieure,  pai 
un  plan  incliné  de  s  sur  l'horizonlalc.  Ou  connaît  alors  iinmé4 
dtateniont  l'une  Avs  surfaces  de  glissemcnl  pour  chaque  poina 
de  la  masse  :  elle  est  parallèle  à  ce  plan.  L'autre,  qui  form 

avec  la  première  un  angle  - —  y,  csl  par  conséquent  vcrti^ 
cale.  Les  directions  des  actions  niuléculaires  principales  sonl 
aussi  connues,  elles  coïncident  avec  les  bissectrices  de  l'anglq 
formé  par  les  surfaces  do  glissement. 

Si  l'on  suppose  que  la  masse  de  terra  considérée  s'appuiJ 
contre  un  mur  do  souti-uemenl  vertical,  rien  n'est  cliaiigd  I 
Tétai  élastique  de  la  masse  ilUmilée,  puisque  la  surface  dJ 
séparation  est  une  surface  de  glissement.  V.n  raison  do  lu 
symétrie   de   l'élal   élastique,   les  actions  molL'culairos   sonl 
égales  sur  les  deux  surfaces  île  glissenieiil.  D'antre  part,  uouSa 
pouvons  facilement  calculer  la  valeur  des  actions  nioléculairesY 
sur  celle  de  ces  surfaces  qui  est  parallèle  au  plan  limitant  Iqj 
corps  :  elle  est  égale  au  poids  de  la  terre  située  au-dessus  è 
la  surface  considérée.  Pour  un  élément  dP,  située  k  la  profl 
fondeur  s  (dans  le  sens  de  la  verticale)  ce  poids  est  égal  à 
Y  -f/F  C08  <f  ; 

la  pression  sur  l'unité  de  surface  de  la  face  interne  du  mura 
&  une  dislance  verticale  c  du  plan  supérieur,  est  par  suite  : 


elle  est  dirigée  parai I élément  k  lapenlc  naturelle  et  forme  e 
conséquence  l'angle  s  avec  l'horizontale. 


NOTE  I 

Mèthoda  graphique  de  Mobr  pour  la  détermination 
du  moment  d'inertie  d'une  surface  plane. 


Nous  supposerons  d'abord  que  l'axe  XX' par  rapport  auquel 
ï  momenl  d'inerlie  iloit  ëlre  foi'mé,  passe  par  le  ceiilrc  do 
ravUé  de  lasurfare;  s'il  ii 'eu  élnilpas  ainsi,  on  liouverail  Taci- 
Bment,  h.  l'aide  de  la  ruialion  (54),  page  85,  le  momonl  d'iner- 
[e  relatif  à  uu  axe  parallèle  k  XX'.  Décomposons  la  surface 
onsidérée  en  un  certain  nombre  de  bandes  par  des  droites 
arallèles  à  XX',  en  ayant  soin  de  mener  ces  deniièresU  des  dîs- 
anccs  assez  rapprochées  pour  que  les  aires  qu'elles  délîmi- 
ftnl  puissent  être  assimilées  à  des  rectangles,  des  trapèzes  ou 
es  triangles.  Soient  île  nombre  des  bandes  ainsi  formées,  /",, 

,  /", /i  leurs  aires,  Sj,  *■„  s,,..,,V|  leurs  centres  de  gravité  ; 

a, ai  la  distance  de  ces  derniers  à  l'axe  XX' :X' {dans 

iBgnrei;^7).Lc  moment  d'inerlie  do  la  surface  considérée  F 
it  égal  k  la  somme  des  moments  des  aires  partielles  ;or  le 
loment  d'inertie  de  l'une  quelconque  de  celles-ci,  /*,  est  : 

I»  +  A  «',.  («) 

ù  ïjt  désig;ne  le  moment  d'inertie  de  fk  par  rapport  k  un  axe 
.rallèlc  à  XX'  passant  par  sn.  Nous  avons  donc  : 

I = [i|  I. + 'f  y.  «'••        (?) 

Si  les  surfaces  /  ont  été  choisies  suffisamnient  petites,  les 
toments  l;t  sont  des  quantités  très  petites  comparativement 


ans  produits  /^  a'n,  de  sorle  que  nous  [louvoiisposeravec  UDfll 
approximation  (oui  à  fait  suflîsantû  pour  les  applications; 


S  A  «\ 


(Y) 


Supposons  maioteiianl  quo  l'on  applique  au  centre  de  gra- 
vité do  chacune  des  aires  partielles  considérées  uoo  fort 
égale  à  l'aire  correspondaule  et  para.llële  à  l'aie  XX.',  et  coa4 
fttruisons  lo  polygone  funiculaire  de  «es  rorces,  en  ayant  soinj 
de  prendre  la  distance  polaire  El  égale  h  ^  :^-elde  placer  M 

pAlu  C  sym<!-triquement  par  rapport  aui:  extrémités  AB  de  11 
ligne  des  forces.  La  nisullauledes  forces  passe,commo  nnsaiU 
par  le  poini  li'înlerscction  C  des  côtés  extrêmes  du  polygooM 
funiculairiî  ;  de  plus,  dans  le  cas  présent  où  les  forces  soid^ 
égales  en  grandeur  auK  aire-s  des  surfaces/,  cette  râsDllanU 
passe  par  le  centre  do  gravité  S  de  la  surface  ;  elle  eoîncidi 
par  conséquent  avec  Taxe  XX'-  Si  donc  S  el  par  suite  la  posi-J 
tion  de  XX'  n'étaient  pas  déterminés  préalablcmont,  iiouH 
pourrions  l'obtenir  par  cetle  construction. 


Considérons  maintenant   l'aire    comprise  entre  les  c6téq 
extrêmes  du  polygone  funiculaire  el  la  ligne  brisée  .VU",  i 
déeompnsons-laen  triangles,  en  prolongeant  les  eûtes  da  poly< 


gone  jusqu'à  l'axe  XX'.  Soit  par  esemple  y,  la  base  du  triangle 
forait  par  les  cAlés  0'  et  1'  :  ce  triangle  est  semblable  au  trian- 
gle A,  1,  C,  (lu  polygone  des  forces  ;  nous  pouvons  par  snile 
écriro  la  proportion  suivante  entre  leurs  hauteurs  et  leurs  bases  : 


ou.  en  leuant  compte  de  la  valeur  choisie  pour  H  : 


/i 


Eu  cousidéraut  les  triangles  formés  par  les  autres  côtés  du 
|ioly^oue  et  en  prociîdant  de  même,  nous  pouvons  établir  la 
série  suivaule  de  relations  : 


-  F 


Multiplions  chacune  de  ces  égalités  parla  valeur  de  a  corres- 
pondante, il  vient  : 


û.  A  =  Y  '^  ■ 

En  additionnant  membre  à  membre 


nous  trouvons  : 


Le  membre  de  gauche  est  le  moment  d'inertie  cherché 
(formule  y)  ;  d'autre  part,  on  reconnaît  que  la  somme  qui 
Sgure  dans  le  membre  de  droite  n'est  autre  chose  que  l'aire 
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de  la  surface  A'B'C  ;  en  effet,  chacun  des  termes  de  cette 
somme  cstl'aired'un  des  Iriangles composant  lasurface  A'B'C\ 
Soit  F'  cette  aire,  nous  pouvons  écrire  : 

I  =  FF'.  (S) 

Ainsi,  le  moment  d'inertie  de  la  surface  donnée  est  égal  au 
produit  de  l'aire  de  celle-ci  par  Taire  de  lasurface  déterminée 
par  le  polygone  funiculaire  construit  selon  la  règle  que  nous 
venons  d'exposer. 

Il  est  facile  de  nous  rendre  compte  maintenant  de  la  gran- 
deur de  Terreur  commise  en  négligeant  les  termes  U  dans  la  for- 
mule (3).  Si  nous  supposons  la  surface  F  décomposée  en  bandes 
infiniment  petites,  les  termes  Ia  tendent  vers  zéro  ;  d*autre 
part,  le  nombre  des  côtés  du  polygone  funiculaire  croit  indé- 
finiment, de  sorte  que  ce  dernier  tend  vers  la  courbe  enveloppe 
du  polygone  que  nous  avons  tracé.  L'erreur  commise  est  donc 
égale  au  produit  de  la  surface  F  par  Taire  comprise  entre  le 
polygone  et  la  courbe  qui  Tenveloppe. 

Le  moment  d'inertie  de  la  surface  F  par  rappr»rt  à  un  axe  ZZ' 
parallèle  à  XX'  et  situé  à  une  distance  d  est  (formule  54)  : 

r = 1+ Fr/», 

ou,  en  tenant  compte  de  (S), 

r=F  (F +  </*). 

Or,  dans  le  triangle  iyiili\  Tangle  en  C  est  droit  par  suite  de 
la  valeur  choisie  pour  H  ;  donc  DD'  =  2^/  et  par  suite  : 

aire  CDD'  =  (l\ 

Si  nous  désignons  par  F"'  Taire  de  ce  triangle,  nous  pou- 
vons écrire  : 

r  =  F(F'+F').  (e) 


NOTE  II 


Construction  graphique  de  la  ligne  élastique  des  prismes 
travaillant  à  la  flexion. 


t.ThéoFème  tic  Hahr.  —  Considérons;  l'état  d'équilibre 
d'un  ti\  flexible,  mais  inextensible,  soumis  à  l'action  de  forces 
BOutinues  et  parallèles  entre  elles  (nous  les  aduioltrons  verli- 
eales).  Si  nous  supposons  le  fil  soHdiDé  et  transformé  en  un 
«lide  de  forme  invariable,  rien  n'est  changé,  (luisque  le  lil 
ictrouvc  en  équilibre  ;  par  contre,  nous  pouvons  appliquer 
toutes  les  lois  de  la  Mécanique.  Sous  l'influence  des  forces 
ixtérieures,  il  se  développe  en  chaque  point  à  l'intérieur  du  fil 
iQC  certaine  lenstoit  ;  si  nous  coupons  le  fil  en  un  point,  il 
but,  pour  ne  rien  chang:er,  appliquer  en  ce  point  une  force 
Bstérieure  égale  à  la  tension  du  fil.  Considérons  la  partie  AB 
du  fil  comprise  entre  son  point  le  plus  bas  et  un  point  quelcon- 
que B  (Tig.  i),  page  i46,  soiL  II  la  tension  agissant  en  A,  el  S 
jolle  qui  r^gne  en  B.  Ces  deux  forces  font  équilibre  aux  char- 
ÇCB  qui  agissent  sur  le  fil  ;  si  nous  désignons  par  T  la  résul- 
Anle  de  ces  dernières,  par  V  la  composante  verticale  de  S  et 
)ap  R  sa  composante  horizontale,  nous  avons  lesreialious  : 

H  =  R.  ^^ 

Nous  pouvons  donc  énoncer  les  deux  propositions  suivan- 
B  : 

1*  La  composante  horizontale  de  la  U>r]sioii  régnant  eu  un 
tînt  quelconque  du  fil  est  égale  à  la  tension  agissant  au  point 
e  plus  bas. 
2*  La  composante  verticale  de  la  tension  en  un  point  quel- 
mque  est  (^gale  h.  Ja  résultante  des  forets  extérieures  agissant 
irtefil  entre  le  point  le  plus  bas  elle  poialconsidéré. 


Soit  xl'anglecomiiris  onlroSl 
ft  l'horizontale  : 


'ï-=ï=î- 


wl 


Si  nous  rapportons  la  conrbq 
à  unsyslèmo  d'axes  ï  o  y,  dond 
l'iiso  dos  j' soit  burizOQtal,  ooitfl 
pouvons  écrire: 


H 


Soit;j  l'inlensilé  du  la  fon 
fig.  I  continue  rapportée  à  Tantlé  dv 

longueur  d'arc  ;Ia  force  qui  agitl 
sur  l'élément  <hA\.\  RI  esl  p(ù.  Au  lieu  de  rapporler  la  forc«/»-l 
à  l'élément  d'arc,  nous  pouvons  la  rapportera  la  projection  (/-^ 
de  ds  sur  l'axe  des  x,  il  suffit  de  poser  : 
p  ils  ^=p'(/x  ; 

il  est  évident  que  si  p  est  une  fonction  continue^  p'  le  son. 
ausni.  Si  nous  portons  en  chaque  point  les  valeurs  de  p'  en  or-l 
données  sur  les  valeurs  Aex  correspondantes,  nous  obtcnonsl 
tue  certaine  courbe  ab,  que  nous  désignerons  dans  Is  siiilel 
sous  le  nom  de  courbe  de  charge  du  fil. 
Nous  avons  évidemment  : 


T=  f'p'dx; 
i\  à  l'ail 


on  voit  donc  que  T  est  égal  à  l'aîro  aa'  hb'. 
{a.)  peut  s'écrire  : 


d'où,  en  dilTérencianl  : 


tf'y  _p' 

rf.r'         H* 


IP) 


Nous  avons  trouvé  (irécédemmenL  pourréqualinn  tlitléreti- 
lîelle  (li^  kligne  éla.sliqiie  d'un  prisme  druil,  l'expression  : 

(Py  _    M. 
rf->~  ie' 

en  voit  que,  si  nous  faisons,  dans  p,  p'  =  M  et  H=IE,  les 
deux  équations  sont  idenliques  {i).  Nous  pouvons  donc  énon- 
cer le  théorème  suivant  : 

La  lif/nf  élastique  il' itu  ]jri>iin'-  droit  /ii-ii/  être  eiivisagée 
comme  l'état  (féçui/ibre  d'un  fil  ilont  la  charge  serait  encha- 
îne pùint  égale  au  inome)it  fléchissant  agissant  sur  le  prisme  et 
dont  ta  lonijueiir  serait  fellf  que  la  tension  atteindrait  aupoint 
le  plus  bas  la  valeur  IE. 

Nous  avons  déjà  remarqué  fi  l'art.  S2  que  l'on  pouvait  cod- 
■Iruire  une  courbe  des  moments  en  portant  les  valeurs  de  U 
en  ordonnées  sur  les  valeurs  de  j:  corrcspondanles.  Nous  pou- 
vons par  suite  modifier  la  première  partie  de  l'éiioncé  ci-des- 
sus et  dire  aussi  que  la  ligne  élastique  est  l'élal  d'équilibre 
d'uD  01  dont  la  courbe  de  charge  coïncide  avec  la  courbe  des 
moments  du  prisme. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  a  été  énoncé  d'abord 
par  Mohr  ;il  permet  de  calculer  facilement  les  întlesloQs  subies 
par  uu  [irisme  soumis  k  des  forces  données,  sans  passer  par 
l'iatégration  de  l'équation  difTérentiellc  de  la  ligne  élastique. 

1 .  Applieatian*  da  (hé*rêM>e  d«  Mohi*.  —  1*'  exemple. 
Considérons  un  prisme  de  longueur  /,  sollicitéen  son  milieu  par 
DDC  force  unique  P  ([ig.2}.  La  surface  des  moments  est  ici 
un  triangle  isocèle,  dont  la  plus  graude  ordonnée  est   égale  à 

— ,  comme  on  le  vérifie  facilement  en  calculant  la  valeur  du 
1 

(1)  En  résilié,  nom  avons  trouvé  ; 

£l    _  _    *'  ■ 
dx' 


le  signe —.  élsDi  dû  simplement  i 
L'axa  dec  y,  e*t  lans  inporUnee. 


bypotlièses  fnitesaurla  direclinn  île 


plus  grand  moment  de  (Icxioii.Noiis  allons  cakiilorla  flfcche/ 


Kig.  i 


du  prisme  en  son  milieu.  A  cet  ofTct,  nous  envisageons  l>  , 
ligne  élastique  comme  un  lil.  La  bianclie  A*  C  est  en  équi-  i 
libre  sous  l'aclion  des  tensions  régnant  eu  A"  el  C    et  <le  l&fl 
.résultante  V  des  forces  a.^issaul  sur  te  lil.  En  vertu  dos  ihéa\ 
tbraes  que  nous  venons  de  démontrer,  la  composante  lioriEOtli 
laie  de  S  est  égale  à  la  tension  lE  régnant  en  C";  de  plus,  i 
composante  verticale  est  égale  à  V.  Enfin,  cette  derniëra  fore 
est  égale  à  l'aire  du  triangle  A'  C  D'.  donc  : 


v  =  : 


4  4 


ifl' 


elle  agit  au  centre  de  gravité  du  triangle  A'  B' C,  soit  à  onfl 
dislance  -  de  G'.  Le  système  de  forces  étant  en  équilîbrei 
la  somme  des  moments,  pris  par  rapport  à  un  poiul  quelcoQV 
que,  est  nulle.  Si  nous  prenons  D"  comme  pdie,  nous  a' 
donc  : 

V^  — V  '— IE/  =  (., 
3  0  '  ' 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  valeur  do  V  : 

/=- 


comme  nous  avons  trouvé  précédemment  (art.  S2]  (l)JIsi 
Ml  II  Q'eal  [leul  i^lrc  jiaa  su^icrflu  de  romarqaer  que  l«s  forces  que  dobI 


facile  (te  calculer  l'inllexion  y  en  un  point  (pielcoïKpii!  F" ,  il 
sufQrail  d'onvisagerle  segmoiil  F"  C  et  d'établir  pour  ce  Jor- 
Tiier  les  conditions  d'équilibre.  Le  calcul  devient  toutefois  un 
peu  long. 

2' exemple.  —  Supposons  le  [irisme  encastré  aux  deu.texlré- 
mités  el  soumis  à  l'aclioa  d'une  force  continue  d'intensité  q 
par  unité  de  longueur,  el  proposons-nous  de  calculer  comme 
plus  haut  rinflexion/ qu'éprouve  le  prisme  en  son  milieu. 

Il  nous  faut  d'abord  déterminer  la  grandeur  du  moment  Mo 
qui  règne  dans  les  sections  d'encastrement.  Si  le  prisme  repo- 
sait librement,  le  moment  do  flexion  dans  nne  section  quelcon- 
que d'abscisse  z  serait  : 

et  par  suite  la  surface  des  moments  serait  limitée  par  une  para- 
bole A' C'B'.  En  réalité,  le  moment.M  qui  agit  dans  cette  section 
est  égftl  iv 

M'  —  M„  . 
Dans  la  Rgure,  l'influence  de  l'encaslreraent  se   traduit  donc 
par  un  déplacement  en  A"  It'  de  la  ligne  A'  B'  à  partir  de  la- 
quelle sont  mesurées  les  ordonnées. 


I  sappusons  a);ir  sur  le  lit  ne  sont  pns  celles  qui  solliclleiil  le  |irisiiie.  Ce  si 
I  au  eontrnirfl  les  momenls  fléchissaDt}  iguî  produisent  ces  Jertiîrrcs  que  ne 
I  conMil^ns  ttl  que  dou!*  Iraitoas  comme  des  forces, 
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Les  tangentes  à  la  lig-ne  élastique  sont  horizontales  aux 
extrémités;  de  plus,  la  ligne  élastique  est  symétrique;  si 
donc  nous  formons  Tintégrale  : 


L 


dans  laquelle  d^  désigne  Tangle  de  contingence,  c*est-à-dire 
Tangle  compris  entre  deux  tangentes  infiniment  voisines,  il 
est  certain  que  cette  intégrale  sera  nulle.  Nous  avons  les  re- 
lations : 

—  =-     et      p  =  -7  (formule  78), 

ds       p  '^       M  ' 

donc  : 

Si  nous  remplaçons  de  plus  ds  par  dx,  ce  qui  est  permis, 
étant  donné  la  faible  courbure  de  la  ligne  élastique,  et  si  nous 
substituons  dans  l'intégrale  ci-dessus,  uous  obtenons  la  rela- 
tion : 

=  0. 


l 


o    n^^ 


1  et  Ë  sont  des  constantes  par  hypothèse  ;  il  reste  donc  : 

Mdx^o. 


X 


Or,  l'intégrale  n*est  pas  autre  chose  que  Taire  de  la  surface 
des  moments.  Pour  que  celte  dernière  soit  nulle,  comme 
Texige  la  relation  ci-dessus,  il  faut  qu'elle  se  compose  de  par- 
ties addilives  et  de  parties  soustractives  qui  se  compensent. 
Cette  condition  va  nous  permettre  de  déterminer  Mo.  D'après 
ce  qui  précède,  nous  devons  avoir,  fig.  3  : 

A'A^E  =  C'D'E; 
ajoutons  de  chaque  côté  Taire  A'ED'D*,  il  vient  : 

rectangle  A'A''D''D'  =  segment  parabolique  A'C'D', 

l        il        ql^ 


M,,^ 


La  sarTace  des  momenls  est  ainsi  complëlement  détermi- 
née. Pool-  calculer  /,  nous  procédons  cxaclement  comme  dans 
l'exemple  précédpnl;  nous  égalons  à  zéro  la  somme  des  mo- 
monts  difs  diCTérenles  forces  qtii  agissent  sur  la  porlion  ac  du 
fil,  et  nous  lirons  de  cette  relation  la  valeur  de/.  Pour  éviter 
la  peine  de  calculer  les  coordonnées  du  centre  de  gravili;  do 
la  partie  A'  A"E  de  la  surface  des  moments,  il  suffit  de  ronsi- 
dérer  cette  dernière,  ainsi  (joe  nous  venons  de  le  faire,  comme 
composée  d'une  partie  additive  A'C'D'el  d'une  partie  soiislrac- 
tive  A'A''D''D'.  Les  forces  et  leurs  dielances  au  point  D',  pris 
pour  pûlo,  sont  indiquées  dans  la  figure  3  ;  on  a  la  relation  : 


IE/=- 


/  = 


Il  est  clair  que,  lorsque  la  ligne  élastique  préseate  une  dou- 
ble courbure  comme  dans  le  cas  actuel,  on  ne  peut  plus  logi- 
■|iiemcnt  l'assimiler  h.  un  lil,  car,  en  certains  poijils,  la  ten- 
sion devrait  èlre  négative.  On  peut  alors  supposer  le  fil 
rempl&r.é  par  un  chapelet  de  sphères  solides  intiuimcat  petites: 
chaque  splière  subit  des  pressions  de  la  précédente  et  de  la 
suivante  et  l'équilibre  subsiste. 

Nous  renonçons  à  donner  ici  d'autres  exempli'ï,  la  marche 
4  suivre  étant  toujours  la  même. 

S.  C'onvtriictlou  g^rapbique  de  la  ligne  élnati«|iie.  — 

Ou  démontre  en  mécanique  que  la  courbe  (^'équilibre  d'un  fil 
tlexible,  sollicité  par  un  système  de  forces  contiuues,  est  une 
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des  courbes  funiculaires  de  ce  système.  La  ligne  élastique 
doit  donc  elre  aussi  une  courbe  funiculaire  du  système  de 
forces  représenté  par  la  surface  des  moments  du  prisme  con- 
sidéré. Un  système  de  forces  possède  une  infinité  de  courbes 
funiculaires  ;  il  nous  faut  par  suite  rechercber  quelles  sont 
les  conditions  à  remplir  pour  obtenir  la  ligne  élastique  du 
prisme.  Il  faut  d'abord  que  cette  courbe  passe  par  les  points 
d'appui  du  prisme  ;  si  celui-ci  est  encastré,  il  faut  que  les 
langcnles  à  la  courbe  funiculaire  aient,  aux  points  d'encastre- 
ment, la  direction  convenable  (elles  devront  ôtre  horizontales 
si  le  prisme  est  encastré  horizontalement).  Ces  conditions 
sont  nécessaires,  mais  non  pas  suffisantes  :  en  effet,  soit  o 
(fig.  4)  le  pôle  du  polygone  des  forces  qui  correspond  à  une 
courbe  funiculaire  satisfaisant  par  hypothèse  aux  conditions 
précédentes,  on  voit  immédiatement  qu'en  déplaçant  o  le  long 
de  la  parallèle  oc  à  la  ligne  de  fermeture,  on  obtient  une  infi- 
nité d'autres  courbes  funiculaires  remplissant  les  conditions 
exigées.  Cette  remarque  nous  montre  qu'il  est  nécessaire, 
pour  obtenir  la  ligne  élastique,  d'employer  dans  la  construc- 
tion du  polygone  des  forces  une  distance  polaire  bien  déter- 
minée, qu'il  s'agit  de  calculer.  Considérons  à  cet  eflet  l'arc  A'C 
de  la  courbe  funiculaire,  C  étant  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente parallèle  à  la  ligne  de  fermeture  A'B'. 


Fig.  4 


■  '.  i."  .   ,  -.■\.  %  .-. 


Si  nous  envisageons  col  arc  comme  la  courbe  (VL-iiuilibro 
I  d'uD  fil,  uous  voyons  qu'il  ilcvrail  y  avoir  équilibre  entre  la 
I  tension  S  agissant  en  A',  la  tension  S'  régnant  en  C  et  la  résul- 
I  tante  T  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  l'arc  considéré. 
'  Il  faut  donc  que  ces  trois  forces  forment  un  triangle  fermé. 

On  reconnaît  immédialemenl  ijup  ce  triangle  est  le  m^me  que 
I  le  triangle  aco  du  polygone  des  forces  ;  en  effet,  ne,  on,  oc 

sont  respeclivenient  parallèles  à  T,  S  et  S' ,  et  de  plus  ac  =  1, 
I  Donc  ao  et  oc  sont  respectivement  égaux  â  S  cl  S'.  Nous 
\  avons  trouvé  que  la  projection  horizontale  des  tensions  dans 

le  til  est  constante  et  i5gale  à  la  tension  agissant  au  point  le 

plus  bas,  par  conséquent  la  dislance  polaire  du  polygone  des 

Forces  doit  élre  égale  à  cette  dernière  tension  ;  de  plus,  nous 
[  avons  démontré  que,  pour  que  le  fil  coïncide  avec  la  ligne 
I  élastique,  celte  tension  doit  être  égale  à  lE  ;  nous  voyons  donc 
>  que  Ih  distance  polaire  qu'il  faut  choisir  pour  obtenir  la  lig;nc 

élastique  esl  égale  à  lE. 
Cette  condition,  jointe  au<c  précédentes,  permet  do  cons- 
'  truire  la  courbe  chcrcliée.  La  construction  n'est  toutefois  pas 

possible  directement,  car  si  la  répartition  des  forces  n'est  pas 
I  syniélrique,  et  si  les  points  d'appui  no  sont  pas  à  la  même 
1  hauteur,  on  ne  peut  choisir  do  prime  abord  la  position  du 

pAle  o  pur  rapport  à  ab^  de  fai;on  h.  remplir  d'emblée  loutcs 
I  les  conditions  du  problème.  Dans  ce  cas,  le  plus  géiiêraj 
I  qui  puisse  se  présenter,  on  construit  d'abord  une  courbe  funi- 
i  Culaire  en  prenant  un  piMe  quelconque  o,  puis  on  détermine 
I  la  courbe  élastique  en  se  servant  de  la  propriété  des  courbes 
I  funiculaires  d'un  même  système  de  forces  extérieures  d'èlre 
I  en  affinité.  On  sait  que  les  points  correspondants  do  figures 
I  affines  sont  situés  sur  des  droites  parallèles  entre  elles,  tandis 
I  que  les  droites  correspondantes  des  figures  se  coupent  sur  un 
I  ase  dit  axe  d'aflinité.  En  utilisant  ces  propriétés,  il  est  facile 
I  de  construire  la  ligne  élastique  à  l'aide  de  la  courbe  au.\i- 
I  liaire. 

Le  produit  lE  est  en  général   très  grand  coniparalivemcnt 


aux  autres  quantités  du  problème  ;  la  dislance  polaire  est,  par 
i  aoile,  trè«  grande.  Il  eu  résulte  une  cuurbt^  funiculaire  de  Irba 
I  faible  courbure.  CD  qui  est  naturel,  puisqu'elle  repri-acnte  la 
l  li^e  olaali(]ue.  Par  contre,  le  (racé  de  l'apure  devient  diflicUe 
[  et  peu  oxacl.  Il  est  donc  désirable  du  construire  les  ordonnées 
'   du  la  Ugnt>  Élastique  à  une  beaucoup  plus  |;randi;  échelle  que 
les  abscisses,  de  Taçon  ft  obtenir  une  figure  plus  facile  h  coO' 
slrnire  et  aussi  plus  commode  pour  les  applicatious.  11  eat 
facile  de  satisfaire  à  cette  condition,  grAceà  une  propriété  des 
courbes  funiculaires  relatives  à  un  même  «jslème  de  forées  : 
on  démontre  i|ue  le  produit  de  rnritonnéo  y  de  la  courbe  fuai- 
culnire,  mesurée  fi  partir  lU-  la  ligne  de  fermeture,  par  la  dis- 
tance polaire,  est  une  constante  pour  on  point  donné  (la  con- 
stante n'est  autre  chose  que  le  moment  de  flexion  des  forces 
fermé  par  rapport  au  point  donné)  II).  Si  donc  y  et  y'  sont  les   , 
<  ordonnées  correspondantes  de  deux  courbes  funiculaires  rela- 
tives k  un  mt^me  sy^ti-me.  nous  avons  : 

.'/Il ='/"■■ 

En  particulier,  si  nous  faisons  lE^ 
I  la  ligue  ûlastique  et  nous  avons  : 

-H 


=  [K,  y  est  Tordonuée  de 


Ainsi,  si,  au  lieu  d'employer  une  dislance  polaire  égale  h 
lE.  nous  employons  une  dislance  polaire  H',  l'ordonnée  y*  de 
;  la  courbe  funiculaire  obtenue  est  -,  fois  plus  grande  que  l'or- 
donnée réelle  de  la  ligne  élastique. 


(()  La  (lémooUratbn  est  Hicile  &  ûlablir  : 

CoDsiilérona  un  eysLëme  de  forcc«  pHralKles  agisrant  sur  un  prisme.  Kein 
avons  défini  l'efToH  tninchsnl  BfftMint  Ajtn»  noe  wclion  donnée,  la  dérivée 
du  moment  de  flexion  relitiT  II  celte  «ecllon  ;  il  est  facile  de  voir  qu'il  peut 
aussi  f'tre  envi^Rgé  Minme  la  rèsultanlc  de  toutes  Je^  forces  extérieares  (v 
comprif  la  rËacIroa  de  rajipui)  agifsnnt  d'un  mfme  cûté  de  ta  section  coosi- 
dârée.  Or,  le  niomenl  de  la  résullanle  est  ée^\  k  la  somme  des  moment*  de> 
composantes,  de  sorte  que  le  moment  de  flexion  n'e^L  autre  ctioae  que  le  me- 
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ment  statique  de  l'efTort  tranchant  par  rapport  à  la  section  considérée.  On 
sait,  d'autre  part,  que  la  résultante  partielle  de  quelques  forces  d'un  système 
passe  par  le  point  d'intersection  des  côtés  du  polygone  funiculaire  qui  com- 
prennent ces  forces  ;  par  conséquent,  TefTorl  tranchant  doit  passer  par  l'in- 
tersection de  la  ligne  de  fermeture  du  polygone  avec  le  côté  que  coupe  la  sec- 
tion considérée  (ou  avec  la  tangente  à  la  courbe  funiculaire).  Considérons  les 
triangles  mnr  et  ocd  (fig.  4)  :  ils  sont  semblables,  car  les  côtés  correspon- 
dants sont  parallèles  deux  à  deux.  On  peut  donc  écrire  la  proportion  : 

JL  —  ^> 
[cd)       H  ' 

mais,  en  vertu  de  la  nouvelle  définition  de  V, 

crf=V, 

par  suite  : 

yH  =  \x. 

Or,  Yx  est  par  définition  le  moment  de  flexion  qui  agit  dans  la  section 
considérée,  nous  avons  donc  bien  : 

yH  =  M. 


A ... 
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CONTENUES  DANS  L'OUVRAGE 


CHAPITRE  I 

Généralités  sur  les  forces  intérieures 
ou  actions  moléeuiaires. 


Page 

R,  action  moléculaire,  P,  effort  d'extension  ou  de  compres- 
sion agissant  sur  la  surface  F. 

relations  entre  les  composantes  tangentielles  des  actions 
moléculaires. 

d^       _rfR^        dS^,      Y  =  oA  (5)  20 

(tx  dy  dz  ' 

équations  exprimant  les  conditions  d'équilibre  d'un  parallé- 
lipipède  infiniment  petit  de  volume  égal  à  l'unité  ;  X,  Y,  Z, 
composantes  des  forces  d'inertie  agissant  sur  ce  solide. 

Pna?  =  R«  COS  (nx)  +  %x  COS  (wy)  +  S^o;  COS  («2),  \ 

Vny  =^  ^xy  COS  (wx)  +  Rj/    COS  (nj)  -}-  S^j/  COS  {nz\  V      (6)  22 

Vnz  =  Sxz  COS  (WX)  +  Sj/j  COS  (liy)  +  I^    COS  (W2  j,  ) 

conditions  d'équilibre  d'un  tétraèdre  ;  en  particulier,  si  ce 
solide  est  &  la  surface  du  corps,  Pnx,  etc. ,  sont  les  composantes 
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min.  2 


±jy^4ïi*  +  (Rx-Rv)S      (12) 


Pac» 


des  forces  extérieures  agissant  sur  la  face  dont  la  normale 
est  n. 
Si  Ton  suppose  : 

R-r  =  0,  Sot,  =  0,  Sy,  =  0,  (8)  & 

on  réalise  un  état  élastique  double  ; 

formule  donnant  Tinclinaison  ?  des  axes  principaux  de  l'état 
élastique  double  avec  Taxe  des  x. 

R'  m.x  =  Ç^_±_^Hri  4/  4S«4-  (Rx  -  R.)*         (12)  2S 


R'mar.  et  R'mm.  actions  moléculaires  principales. 

tg  2-,  =  «i^-,  (13)  27 

équation  pour  déterminer  1  orientation  des  sections  dans  les- 
quelles les  actions  moléculaires  tangentielles  atteignent  leur 
plus  grande  valeur. 

S'max.  =  :±  l  ./iS^  +  aU-Ri/)'  (i4;  27 

min.  "    y 

valeurs  maxima  et  minima  des  actions  moléculaires  tangen- 
tielles. 


CHAPITRE  II 
Dérormalions  élastiques.  Travail  des  matériaum 


.  =  Ç  =  xR,  (18)  40 

Un  de  Hooke,  c  dilatation,  E  coefficient  d*élasUcité  l(mgititdi- 
nale,  x  coefficient  de  souplesse  directe. 

«=A(R),  m      « 

forme  générale  de  la  loi  de  l'élasticité. 


CONTENUES  DANS  L'OUVRAGE  45» 


dR  1 


Pag» 

(21) 

M 

(SB) 

45 

di    r  (R) 

R        R 

ces  deux  quantités  sont  prises  comme  définition  du  coeffi- 
cient d'élasticité  long-itudinale  £  dans  le  cas  des  matériaux 
n'obéissant  pas  à  la  loi  de  Hooke.  Une  troisième  définition 
résulte  de  la  formule  : 

E=r— 1         =[— 1  (23)  ^5 

Lf(R)jR  =  o      LaR)Jr  =  o  ^ 

e  =  «R'^  (24)  46 

formuk  de  Schiile,  a,  et  m  constantes  à  déterminer  expérimen- 
talement. 

E  =  Eo  — cR,  (25)  4G 

formule  de  Lang. 

\ 
A  (fa  =  K  J\adx=  -  Ra?  dx, 


«0? 

= 

àdx 

dx  ' 

Rar 
"    E  ' 

«1/ 

— 

i 

m 

"E   ' 

(28) 

49 

(29) 

49 

(30) 

4» 

formules  donnant  les  valeurs  des  dilatations  en  fonction  des 
actions  moléculaires,  m  constante  dépendant  des  propriétés 
de  la  matière. 

e  =  .ar  +  e|/+e^.  (31)  50 

m  —  2  m  —  2 


m  twE 

«,  dilatation  cubique. 


R*.  (32)  50 


7  =  ^S=|,  (34)  51 

7  distorsion  subie  par  un  angle  droit,  et  corrélative  d'une 
action  moléculaire  S,^  coefficient  de  souplesse  transversale, 
G  coefficient  d'élasticité  transversale. 

«=i(;;nrr)E,  (35)       ss 

relation  entre  les  constantes  G,  E  et  m. 

;R.  =  R,-iR„      ,      a  =  R,-iR,.,         (37)  59 

m  m 
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formules  pour  le  calcul  du  travail  élastique  de  comparaison 
dans  le  cas  d'un  état  élastique  double;  Hi  et  Un, actions 
moléculaires  principales. 

.•H.  =  R.  -  i  (H„  +  R„,),  (38)  59 

m 

même  formule  que  ci-dessus  pour  l'état  élastique  triple. 

S  =  -^,  ir,  (39)  60 

S  limite  pratique  de  la  résistance  au  glissement,  R'  limite 
pratique  du  travail  à  Textenslon  ou  à  la  compression. 


^4s«+Rxs  m 


,41  =  HLJ  w,  zt  ^*  4  /4S«  +  Rx« .    (40)  60 


formule  pour  le  calcul  du  travail  élastique  de  comparaison 
dans  le  cas  d'une  superposition  d'un  travail  au  glissement 
simple  h  un  état  élastique  linéaire. 


P'    r^^  1 

Azz-  /      xdx=  -  PA/,  (41) 


62 


A  travail  dedéfoimation  produit  par  une  force  F,  causant  un 
allongement  A/. 

.l.  =  iR.  =  ^.Es*  =  g,  (42)  62 

J\o,  travail  spécifique  de  déformation  dans  le  cas  d'un  état 
élastique  simple  ; 

'^  =  F:  (^^'-^  "-"")•      («)         ^ 

dans  le  cas  d'un  état  élastique  double, 

^^  ^i^j-R'a^R^H-R'^  _  1  (R.,U^Ha:R.+  R^R.)],     (44)  63 

dans  le  cas  d'un  état  élastique  triple,  et  : 

Jb  =  is7  =  ÎG7»  =  ^,  (45)  63 

dans  le  cas  du  glissement  simple. 


i 


'a 
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CHAPITRE  m 

Flexiou  des  prismes  à  axe  rectiiig^ue. 
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l  =  f,      R  =  Uof,  (46)  81 

"o      yo  yo 

loi  de  répartition  linéaire  des  actions  moléculaires  ;  R  et  iio 
intensités  des  actions  moléculaires  à  des  distances  y  et  yo  de 
Vaxe  neutre. 

ilo  =  j  yo,  (49)  82 

formule  pour  la  flexion  des  prismes,  M  moment  de  flexion, 
I  moment  d'inertie  de  la  section  transversale. 

R  =  ^ ,  (51)  83 

W  moment  de  résistance. 

*!/.<  =  0,  (53)  84 

condition  de  validité  de  la  formule  (49)  ;  <I>  y^  moment  d'iner- 
tie composée. 

I,,=  l  +  a2F,  (54)  85 

1  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  surface  considérée,  Iaa  moment  d'inertie 
par  rapporta  un  axe  parallèle  au  premier,  situé  à  une  dis- 
tance a  du  centre  de  gravité,  F  aire  de  la  surface. 

la  =  II/  cos^a  +  I-  sin^a  —  *y;  sin  2«,         (55)  8(J 

*^  =  IlZlL-  sin  2«  +  lyz  cos  2«,  (56)  87 

moment  d'inertie  et  moment  d'inertie  composée  pris  par 
rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  sec- 
tion et  faisant  avec  Taxe  des  y  un  angle  a. 

tg  2«  =  ^  ,  (57)  87 

le  —  iy 

formule  donnant  la  direction  des  axes  principaux  d'inertie, 
/«rayon  de  gyration. 


*...<<.. 
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1»'  =  („'  COI".  +  1,'  siii'.. 

(00) 

I,  =  l„  +  1.-. 

(M) 

1^  moment  dinertio  polaire. 

H  =  £p,+  «lp., 

(63) 

formule  pour  calculer  l'intensité  R  des  actioDS  moléculaires 
lorsque  le  plan  de  nexion  ne  contient  pas  l'un  des  axes 
principaux  d'inertie  ;  en  particulier,  dans  le  cas  d'une  sec- 
tion reclanitulaire: 


R  =  5S 


(66) 


c  largeur  de  la  projection  liorizontale  du  prisme,  6  et  A  cûtéa 
du  rectangle. 


R  = 


'  + 


Mi/\ 


(67) 


formule  pour  le  calcul  dus  actions  moléculaires  développées 
à  l'intérieur  d'un  prisme  travaillant  à  la  llexion  sous  l'in- 
riuence  d'une  force  parallèle  h.  l'axe  ;  h  et  f,  coordonnées  du 
point  d'application  de  P;  y  et  i,  coordonnées  du  point  où  est 
mesurée  H,  '(  et  b,  rayons  de  gyratioD  principaux, 

^+p--t,  (68) 

équation  de  l'axe  neutre. 

formule  destinée  à  remplacer  {6.">)  lorsqu'on  connaît  les 
dimensions  de  la  région  centrale  ilo.s  sections  transvei'sales  ; 
\V  =  l'A-,  géoéralisation  de  la  dùlinitiou  du  moment  de  résis- 
tance. 

relation entri-l'elTortlranchiinl  Y  et  le  moment  de  flexion  M. 

.S,,  =  l  f'sJI'.  (74) 

S,-j,  action  moléculaire  taiigcnliellc  ;'i  l'intérieur  d'un  prisme 
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travaillant  à  la  flexion,  h  largeur  de  la  section  à  la  distance 
u  de  l'axe  neutre.  L'intégrale  est  le  moment  statique  par 
rapport  à  l'axe  neutre  de  la  partie  de  la  section  située  au 
delà  de  u  : 

ARrfF=  Y   /  yrfF  =  y  T,       (76)  123 

P  effort  de  cisaillement  exercé  sur  un  rivet,  e  distance  entre 
deux  rivets  consécutifs,  T  moment  statique  relatif  à  Taxe 
neutre  de  la  partie  de  la  section  transversale  que  le  rivet 
relie  à  Tàme  de  la  poutre. 

d^=dx^,  (77)  124 

df  angle  que  forment  entre  elles^  dans  le  prisme  déformé, 
deux  sections  transversales  distantes  initialement  de  (for  l'une 
de  l'autre. 

P  =  M .  (78)  123 

P  rayon  de  courbure  de  \diligne  élastique. 

lEg  =  -M,  (79)  185 

équation  différentielle  de  la  ligne  élastique.     . 

^""384  1E""384  Ie'  ^^^^  ^^"^ 

/flèche  d'an  prisme  de  longueur  /,  reposant  librement  aux 
extrémités  et  supportant  une  charge  uniformément  répartie, 
q  par  unité  de  longueur. 

t-m  («3)     129 

/■flèche  d'un  prisme  sollicité  en  son  milieu  par  une  force 
unique  concentrée  P. 

Ydx 
du  =  xdu'^-^,  (84)  131 

du  influence  des  actions  moléculaires  tangentielles  sur  l'in- 
flexion du  prisme,  x  un  coefficient  dépendant  de  la  forme 
des  sections  tansversales  : 

F/S«(iF 
x=   -^         .  (85)  132 


RËSUMË  DES  FORMULES  LES  PLUS  lUPORTANTES 


.(^3), 


(80) 


f  fli^clie  d'un  prisme  de  section  carrée  sollicité  au  milieu  par 
une  force  unique  1>,  dans  le  cas  uù  l'on  tient  compte  des  ac- 
tions moléculnires,  h  hauteur  de  la  Bection. 


CIIAIMTRE  IV 


Kaercle  potentielle  iuterne  on  Irnvnil 
de  déforiuMIou. 


i/A  énergie  emmagasinée  dans  un  prisme  élémentaire  de  lon- 
gueur dx,  dans  le  cas  de  la  (lésion  simple. 


1    /-M'  1    /-itV' 


travail  de  deformnllon  total  d'un  prisme  travaillant  k  la 
flexion,  calculù  en  tenant  compte  des  actions  moléculaires 

tungentielles. 

A  =  5Ï1'J.  (91) 


travail  des  forces  eitérîe 

ures 

égal. 

u  travail  de  déforma 

tion. 

',^-' 

t+î 

»..                     (92) 

-^- 

■ïr 

(93) 

FiD'iii'ilfx  de  t'.'islitili'iD'i.  \'i  l'umi  (jut'l conque  des  forces  oxlé- 
rifures  ;ii,'issiinl  sur  le  corps,  i/t  déplacement  élastique  du 
ptilut  d'iippliciilion  de  cette  force,  nn'suié  dans  le  sens  de  la 
li^ne  d'action  de  celle-ci.  Si  Fi  ct-t  une  force  de  liaison,  on  a  : 
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=  o  ;  (96)  165 


formule  qui  exprime  le  théorème  du  travail  de  déformation  mini- 
mum. 

A  =  lp7d  =  nP(A+/'d),  (101)  173 

chocs,  h  hauteur  de  chute  de  P.  P'  =  la  force  qui,  croissant 
insensiblement,  produirait  la  même  déformation,  fa  flèche 
produite  par  P  en  tombant,  n  un  coeffîcient  plus  petit  que 
l'unité  à  déterminer  expérimentalement. 

^=:^  (104)  174 

théorème  de  Maxwell  sur  la  réciprocité  des  déplacements  des 
forces  extérieures. 


CHAPITRE  V 
Primiies  à  ame  eurviliffue. 


formule  donnant  la  variation  du   rayon  de    courbure  du 
prisme  sous  Tinfluence  du  moment  de  flexion  M. 

Arfy==^rf5,  (113)  187 

variation  de  Tangle  formé  par  les  plans  de  deux  sections 
transversales  infiniment  voisines. 

R  =  E^=-^E^,  (114)  190 

di       r  4-  y      df 

formule  donnant  la  loi  de  répartition  des  actions  moléculaires 

lorsqu'on  admet  l'hypothèse  des  sections  restant  planes  dans 

la  déformation  ;  r  rayon  de  courbure  de  Paxe  longitudinal. 

R=-î^5î.  <"6)  191 

30 


RESUME  DES  FORMULES  LES  PLUS  IMPORTANTES 


autre  expression  pour  R,  oui'  désigne  une  quanlitëdifTérant 
peu,  en  général,  de  1: 

r  =/yVF  -  l  /y'rfF  +  i  //dF  - 


J^ 
/.î" 


(130)  194 


il  poussée  horizontale  il'iin  aiH:  à  deux  nrticulations,  M^  mo- 
ment de  Hexion  que  développeraient  les  forces  extérieures  à 
l'intérieur  d'un  prisme  droit  de  m^nie  portée,  reposant  libre- 
ment à  ses  extrémités.  :  ordonnée  de  i'axe  longitudinal,  ifs 
élément  d'arc.  Il  n'est  tenu  compte  dons  la  formule  précé- 
dente que  de  l'inlluence  des  moments  nëchissants. 


II 


expression  de  la  poussée  horizontale  dans  le  c 
sont  constants. 


(121) 


(ISS) 


poussée  horizontale  dans  le  cas  d'une  charge  uniforme  q  par 
unité  de  longueur  horizontale,  k  hauteur  de  l'arc,  J  portée. 


J  II 


expression  de  la  poussée  horizontale  dans  laquelle  il  est 
tenu  compte  de  l'elTort  normal,  F  aire  des  sections  transver- 
sales. 

/Mb** 
H  =  -^ {\U) 

môme  formule  que  ci-dessus  dans  le  cas  où  E,  I  et  F  sont 
constants,  (  rayon  de  gj'ration. 


=  /=Ai.=/B^. 


(125) 
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A/  l'augmentation  de  portée  d'un  arc  sous  Tinfluence  d'un 
système  de  forces  donné. 

H  =  —-"^^ —  ;  (126)  203 


h 


poussée  horizontale  de  l'arc  causée  par  une  variation  de 
température,  ^  produit  du  coefficient  de  dilatation  de  la 
matière  par  la  variation  de  température. 

^  =  -  «,  (127)  203 

cette  formule  remplace  la  relation  (96)  lorsqu'on  considère 
rinfluence  des  variations  de  température. 

R=^.  (i28)         209 

R  travail  élastique  maximum  à  Tintérieur  d'un  anneau  de 
section  rectangulaire,  comprimé  suivant  un  diamètre  avec 
une  force  d'intensité  P,  $  épaisseur  radiale,  /  longueur  de  la 
section. 


■> = l£  (•  -  .■£.).       ('») 


210 


expression  de  R,  si  Ton  considère  l'efTort  normal. 

^d  déformation  élastique  du  diamètre  perpendiculaire  à  la 
direction  P. 

Ay=M.  (133)  214 

Af>  angle  dont  il  faut  enrouler  un  ressort  en  spirale  sur  son 
axe  pour  que  la  force  exercée  par  l'extrémité  extérieure  soit 
égale  à  P,  p  distance  de  cette  extrémité  à  l'axe,  /  longueur 
du  ressort. 

A  =  tMAf=<Ml',  (134)         214 

A  énergie  qui  peut  être  emmagasinée  dans  le  ressort. 

^  =  24Ë  =  24Ê  ^'  (*^^^  ^*^ 


'-   -  ■   ^  ^  ^      J"*-  M  •   _  -  '     ' 


RESUUÉ  DES  FORMULES  Lt3  l>LUS  IMPORTANTES 


valeur  de  A  dans  le  cas  d'un  ressort  de  section  rectangu- 
laire, V  volume  du  ressort,  R  valeur  pratique  du  travail 
élastique. 


CHAPITRE  VI 
PriBiue*  reposant  «nr  uuc  banc  eaiHppeaHlble- 


V  elTorl  tranchant,  dx  longueur  d'un  élément  du  prisme, 
p  pression  pur  unité  de  longueur  exercée  par  le  prisme  sur 
la  base. 


(138) 

équation  dilTérentielle  de  la  ligne  élastique  du  prime  ; 

p  =  k,j,  (140j 

k  une  constante  dépendant  de  la  nature  de  la  base. 

y  =  Gif"* coB  « j  +<-■!«*' «in  «^  +  C,e~"'  cofl  «x 

+  (:,f-«^8in«x,  (142) 


formule  gémVale  pour  la  ligne  élastique  du  prisme.  Pour  la 
détermination  des  constantes  d'intégration  voir  les  formules 
(144)  à  (148). 
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CHAPITRE  VII 
Résintanee  des  plaques  plaues. 

Page 

«,  =  ^,  (149)  219 

tt  dilatation  tangentielle,  x  distance  du  centre,  z  distance  au 
plan  médian,  f  angle  de  la  normale  à  la  surface  élastique 
avec  la  perpendiculaire  à  la  plaque  passant  par  le  centre. 

er  =  5?,  (150)  250 

•n  dilatation  radiale. 

actions  moléculaires  tangentielles  et  radiales. 

Moment  des  Ht  =  .^  T'^'^'  .,  (m  ^  +  P)  dx  rfa,    (153)         252 

Momentdei  Rr  = ,   "^^\,  ('«u;??+m?+^'V^rf«.  (*W)  253 

12(m«  — 1)\      dx*^     dx  ^  dx/ 

Moment  des  S  =  -^  da  dx  ;  (155)  254 

la  dernière  formule  est  établie  dans  l'hypothèse  d'une  charge 
uniformément  répartie,  p  par  unité  de  surface,  sur  une  pla- 
que circulaire  encastrée  à  la  périphérie. 

a;2  ^  +  a:  ?  -  a.  +  Nx'  =  0.  (157)  255 

ttx*  dx       * 

équation  différentielle  du  problème,  N  représente  une  con- 
stante définie  par  la  relation  (15();. 

f  =  l   (»-'^    -    ^'>  =   ^3-   P  ('•'•-    -    ^')-  («»«) 

solution  de  (157)  en  tenant  compte  des  conditions  aux 
limites. 

^  NrVi       3(m-— l)r' 


256 


RESUHÉ  BËS  FORMULES  LES  PLL'S  IMPORTANTES 


Irnvnil  lilnstique  de  comparaison  ;  atteint  son  maximum  h  la 
périphérie. 


J„^(,._J,,,x.+,. 

't~  5, ''■■-'■'' 

.    (163) 

équation  Je  la  surface  élasliqiie. 

'        Um'Eb'  '^ 

'O-'^S- 

(llîl) 

/inflexion  de  la  pNiqueau  centre. 


î+' 


-.  +  0»  =  o, 


(lOTj 


équation  iliirércnlielle  Je  la  surraee  élastique  dans  le  cas 
d'une  plaque  encastrée  sur  laquelle  agit  au  centre  une  force 
uni(|ne  1',  y  une  coostunle  déliuie  par  l'expression  (UiO), 


tlog- 


{161)) 


solution  de  l'équation  (llî7|. 


valeur  du  travail  élasliqu<!  de  comparaison  sur  le  pourtour 
de  In  plaque. 

>l  =  0,4;tj^)os-.  '  (175) 

valeur  du  travail  de  comparaison  au  centre  de  la  plaque; 
(I  rayon  d'un  petit  cercle  à  l'inléricur  duquel  P  est  supposé 
uniformément  lépiirli. 

inflexion  au  cenln^  de  la  plaque. 

N  /':im  -f-  I 


/:tm  +  I     „     _     A 


Noiuliiin  lie  l'équiilinn  '  XHl)  dim.s  l<-  ca!'  ou  la  plaque  repose 
liltrcnicnt  i-l  uc  liépa-si-  qu'inlininn'ut  peu  le  cercle  d'appui. 


travail  élasti>| 
(maximum). 


inmpaiaison  au   centre  de   la  plaque 
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3(».'-4)     5»r+i 
'        16m«E&»  P  «4-1       •  ^^  ' 


K=i^)l,.  <m, 


CHAPITRE  VIII 


Résistanee  deii  eoTeloppeii. 


Page 

266 


+ 
f  ioQexion  au  centre  de  la  plaque. 

/'InQexion  au  centre  de  la  plaque  dans  le  cas  où  celle-ci  est 
sollicitée  par  une  force  unique  appliquée  au  centre. 

R-'pJ,  (192)-         270 

formule  de  la  théorie  approchée  pour  le  calcul  des  plaques 
circulaires. 


276 


formule  approchée  pour  les  plaques  elliptiquesy  a,  b  demi- 
axes  de  Tellipse  (a  >  h). 

formule  approchée  pour  les  plaques  carrées,  a  demi- côté  du 
carré. 

formule  approchée  pour  les  plaques  rectangulaires,  a  et  6 
demi-côtés  du  rectangle. 


R=g,  (201)  285 

R  action  moléculaire  à  l'intérieur  des  parois  d'une  enveloppe 
sphérique  h  parois  minces,  r  rayon,  p  pression  interne,  h 
épaisseur  des  parois. 


nrCSt'Hi;  DES  FORMULES  LE»  PLUS  IMPtlMTANTES 


travail  élasticgue  de  comparaison  correspoodunl  à  R  (201). 
travail  de  comparaison  dans  le  cas  d'une  «iiWo/i/iccy^Wriçiw. 


E  //.y 


Pk  pression  critique  exlerofi  amenant  l'écrasement  d'un  tube 
cylindrique  présentant  une  petite  déformation  accidentelle. 


dt 


(216) 


équation  dilTi^rentielle  dont  la  sohitioD  donne  la  valeur  des 
déplacements  élnsliqiies  "  en  sens  radial  à  l'intérieur  drs 
parois  d'une  rnvfloppr  ciilindriqae  à  paivi'  ffaiMes,  x  distance 
&  l'axe  du  lube. 


II,- 


9i 


.  «V+fl 


-  A'  .       (i«2) 


Tormules  donnant  les  actions  moléculnires  dans  le  sens  du 
rayon  et  dans  le  sens  de  la  tangente  ainsi  que  le  travail  élas- 
tique de  comparaison  sur  la  face  interne  du  tube:  a  rayon 
Intërieur.  h  rayon  estéiieur  de  l'enveloppe. 

Tuhtt  frettèf,  formules  (223)  à  (228)  piigea  2118-301. 


i:ii.\pnmi  ix 

T»r«lou. 


S  =  ^ ,  {Î30)  SlJ 

S  et  S'  actions  moléculaires  langentielles  agissant  h  TtoU- 
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rieur  d'un  prisme  de  section  circulaire  à  des  distances  r  et  a 
du  centre. 

S=n,-(i,  (231)  315 

S'=    —  '  (232)  315 

Ay  =  5L  =  SI'  =.  i«^. ,  (233)         3i6 

Gr       Ga       7ra*G 

formules  pour  la  torsion  des  prismes  de  section  circulaire  ; 
S'  action  moléculaire  à  la  périphérie,  a  rayon  de  la  section 
transversale,  àf  angle  de  torsion,  M  moment  de  torsion. 

Sa:y  =  ka^z,     Sa?j=-A'%,  (235)  3i7 

loi  hypothétique  de  répartition  des  actions  moléculaires 
pour  les  prismes  de  section  elliptique,  a  et  6  demi-axes  de 
Tellipse  dans  le  sens  des  y  et  des  z,  k  une  constante  définie 
par  la  relation  : 

A  =  -H...  (237)  319 


^maz.  — 


m 


si  a  <  6. 


Sxv  =  c^z  —  ^  zy^,  (239)  321 


a' 


Sx;r  =  iJ-,y— JltfsS  (240)  322 

formules  représentant  la  loi  approximative  de  la  répartition 
des  actions  moléculaires  dans  le  cas  des  prismes  de  section 
rectangulaire  :  c,  et  k^  sont  des  constantes,  a  et  6  les  demi- 
côtés  du  rectangle. 

"  'r  '  )    ~  ^'^'  1244)  324 

valeurs  explicites  de  Sxp  et  Sj-  pour  les  prismes  rcctangu- 
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laires;  s  valeur  mnxiiuum  des  actions  moléculaires  dans 
laquelle  il  faut  prendre  (i|  égal  nu  pt'lit,  b,  au  grand  cdté  du 
rectangle. 

S  =  §:.  (m  328 


'    fl'G    ' 

a'G    ' 


(230)  330 

(331)  330 


formules  pour  les  ressorts  à  boudins  de  forme  cylindrique, 
rravon  du  cylindre,  a  rayon  de  la  section  transversale, 
H  nombre  des  spires,  n>  al  Ion  i,'!- nient  uu  aplatissement  du 
ressort  sous  l'inlluence  de  la  foree  P,  A  travail  emmagasiné 
dans  le  ressort  sous  forme  d'énergie  potentielle  interne. 


Résistance  des  pr !«■■«■  eh«p|[éa  debanC. 
Flnmbement. 


(n;   —  Ho  COS  a/)  +  «o  C08  Mî,  (253) 


1  «l 


337 

337 


équation  de  In  ligne  élastique,  où  les  quantités  »  désignent 
les  distances  initiales  entre  la  ligne  d'action  des  forces  et 
t'axe  du  prisme. 

El 
IV  =  >='  p  ,  (257) 

Formule  d'Euhr  pour  les  prismes   ;'i  eitrémités  fixes,  non 

encastrées. 


f  inflexion  mi^diane  d'un  prisme  présentant  une  flèche  ini- 
tiale f„  sous  l'influence  de  la  force  F. 
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ç>  =  ^  ^ ,  (26-i)  341 


7  angle  formé  par  la  ligne  élastique  du  prisme  à  ses  extré- 
mités avec  la  ligne  d'action  des  forces. 

Pk  charge  critique  réelle,  P'  elfort  de  compression  propre- 
ment dite  que  peut  supporter  le  prisme  sans  que  la  limite 
d'élasticité  soit  dépassée,  v:  un  nombre  défini  par  la  relation  : 

aFfo 


^=     I 


342 


p^  =  aF  _  6  ^  ,  (267)  344 

y  =  [o,53  (^  —  120  -+  776o]  kg.  par  cm»,   (268)  345 

Formules  empiriques  de  Tetmttjer^  la  dernière  se  rapportant  aux 
prismes  en  fonte  de  fer  ;  t  rayon  de  gyration  minimum  de  la 
section  transversale. 

P  =  /i;:»  ^' .  (269)  348 

Formule  d'Euler  pour  If  s  prismes  eimistrés  aux  deux  extrémités, 

P  =  20  ^ ,  (270)  350 

Formule  d'Euler  pour  les  prismes  encastrés  à  une  extrémité 
et  pourvus  à  Tautre  d'une  glissière  ne  permettant  qu'un 
déplacement  dans  le  sens  de  Taxe  longitudinal. 

flèche  d'un  prisme  chargé  debout  et  travaillant  simultané- 
ment à  la  flexion  ;  0  force  agissant  au  milieu  du  prisme 
perpendiculairement  à  Taxe  longitudinal. 

même  formule  que  ci-dossns,  dans  laquelle  on  a  remplacé  a 
par  sa  valeur,  et  développé  tga  en  série. 


RÉSUMÉ  DES  FORMULl^S  LES  PLUS  IMPORTANTES 


p  =  x-.  (275) 

p  valeur  arbilniire  du  bras  de  levier  des  forces  P,  admise 
dans  la  formule  de  Itankine,  Schwarz  ou  Navier. 

I'=-Ï!-^.  1277) 

formule  de  Xavier,  de  Uankine  ou  de  Schwarz. 


valeur  critique  du  moment  de  torsion  qui  produit  )e  Hambe- 
ment  d'un  prisme  très  long  travaillant  k  la  torsion. 


Elénent*  de  1«  tliéarle  HiathéinMtl^ae 
de  l'élasticllé. 


*  "=  (Î87) 


fx,  elc,  dilatation»  dans  le  sens  des  nxes  de  coordonnées, 
espi'imées  en  Tunclion  des  coinposiintes  du  déplacement 
élastique  du  point  considi-ré. 


■"»  "  j;  +  ,1 
1  +  ' 


>  Vu---  yix.  iliflorsion^  que  sul)is5'<nt  les  angles  droits  corn- 
s  r<ntrc  les  parnl|i'-[es  nus  aie^  iiinmîtîs  pnr  le  point  consi- 


■  ilihUation  cutiiifw. 
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=  \  =  J^p^)  (301) 


375 


376 


S.,=  S.  =  Gg  +  Ji),    [  (290) 

S  actions  moléculaires  tangentielles. 

R  actions  moléculaires  normales. 

*'=^.+|.+|.'  (^^)     3" 

relation  déûnissant  Topération  représentée  par  le  signe  A*. 

•fi       *"       de    ,   H. 

«v   .       ^       de    ,    Z 

équations  fondamentales  de  la  théorie  mathématique  de  l'élas- 
ticité ;  X,  Y,  Z,  composantes  des  (orces  d*inertie  agissant  sur 
la  masse  de  l'élément  considéré. 

A%  +  -^„  Af»  4-  ^  =  0,  (297)  378 

m  —  2  G 

équation  qui  remplace  les  précédentes  lorsqu'on  emploie  la 
théorie  des  vecteurs,  u  déplacement  dont  les  composantes 
sont  Ç,  ï3,  Ç  ;  P  force  ayant  pour  projection  sur  les  axes 
X,  Y,  Z. 

5  =  A  sin  27r  (^  —  ^V  ïj  =  o,  Ç=o,         (299) 

équations  définissant  uneonde  Ixmgitudinale,  >  longueur  d'onde, 
r  durée  d'oscillation. 


381 


383 


,i(m-2) 


RÉSUMÉ  USS  FORULU-S  LKS  PLUS  IMPORTANTES 


i<  rilfsse  df  propai^iUion  du  sun,  a  ni:isse  spôcitique,  c'est-à-dire 
masse  de  l'unité  de  voIuqk-. 

S  =  Asin2:7  (^--'V     (  =  0,     z-^o,      (302) 

Feintions  délinissanl  une  omlr  haHScirxale. 


VI' 


vi  vitesse  de  propagation  des  ondeii  transvcrealeB. 

n^=ri.-  =  S„.-  =  o.  (306) 

conditions  qui  ciit-aclérisent  l'élnt  élastique  étudié  par  de 
Saint- Venant. 


Jj-  \dx)  '    Ty  \i7j/   ~  ^''  \ii^r}  "  rfS'f:  \dTJ  '^ 


{Sm 


..  ''ï  ., 


relations  auxiiudles  la  dilatation  -r  dans  le  sens  de  l'axe 

longitudinal   doit  satisfaire  pour  que  relut  élastique  défini 
par  (306)  soit  possitile. 

=  (f,  +  (1,1  +  a.»/  -f  a,z  +  a^xij ■+■  atxz,   (319) 

celte 


di 


valeur  que  doit  par  suite  nécPEsni renient  avoir 

relation  conlirme  la  loi  de  répartition  linéaire  des  actions 
moléculaires  dans  les  sections  transversaiea  des  prismes 
travaillant  à  la  llcxion. 

ï  =  ?(y,=),  (321) 

v^-b,  +  *i*  +  =  (*.  + 1>,^)'  (326) 

;=.r,  +  r,.r  +  yi,.>,  +  c,i),  t327) 

solution  des  équations  fondamentales  dans  le  cas  de  la  tor- 
sion simple;  lu  fonction  y  doit  s.itisfaii'e  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

Par  un  choix  approprit'-  du  système  de  coordonnées,  les  for- 
mules préci'dentes  peuvent  s'écrire  : 

i  =  ,(y,i),    ,  —  013,     i-'—cxy.        (330) 


400 
40< 
401 


CONTENUES  DANS  L'OUVRAGE  .  479 

% =  ^,  (334)  404 

condition  à  la  limite  qui  doit  être  remplie  sur  le  pourtour 
de  la  section  et  qui  exprime  que  les  actions  moléculaires 
doivent  être  tangentes  au  contour  de  la  section. 

^=?(y.z)=^ayz  (337)  406 

solution  particulière  de  3^8,  qui  conduit,  en  tenant  compte 
de  la  condition  (334),  à  une  ellipse  pour  le  contourde  la  section. 


dSxy   ,   dSxz 


+  -7r=«.  (3*2)  469 


î!^_^  =  2Gc,  (344)  410 

dz  dy 

équations  qui  déûnissentles  propriétés  du  champ  formé  par  les 
lignes  de  tension  h  l'intérieur  d'une  section  transversale  d'un 
prisme  travaillant  à  la  flexion  (assimilation  à  Thydrodyna- 
mique). 

^  ^  ■"  JimG      r(z4-r)"^47rGH  ' 

,  =  _^^-^+/^,,  (3G9)  423 

4;rwG      r^47rGr» 

i^Tn,  i  composantes  du  déplacement  élastique  d'un  point  situé 
à  rintérieur  d'un  corps  limité  d  la  partie  supérieure  par  un 
plan,  et  illimité  dans  les  autres  directions,  lorsqu'on  suppose 
une  force  unique  P  agissant  h  l'origine.  L'axe  des  z  est  dirigé 
suivant  la  nornï^ale  intérieure  au  plan  (solution  de  Boussinesq). 

Formules  de  Hertz  pour  le  contact  de  deux  corps  : 

a)  deux  sphères  de  rayon  r,  et  r,  : 


"=*'"Vil!TS;:)'  (382)  428 

Ilo  =  0.388  v/rë^p^*'  (383)         428 

«=1,23  y 


I"  (ri  +  »•,) 

-ÊiSr'  (38^)         *28 


a,  rayon  de  la  surface  de  contact,  Ro  action  moléculaire  au 


ito.ut  • 


Bii^E^^^^3 

^^^^^^          iSQ              RESUME  ans  POHWJlXa  LKS  PLUS  llU<UltTA5TES      ^^^^^| 

^H                   ci.-iitfc  de  la  Burrace  de  contact,  «  rapprochement  oabi  par  les           ^^M 
^H                   deux  fphéres,  P  Turce  de  compression.                                               ^^M 
^^Ê                                     b)  sphère  de  rayon  r  et  pUque  plone  :                               ^^M 

^m           «-<-  VI 

(38Ô,          « 

^^^^M                                       II,- 0,388  (/!j^. 

.»,          4. 

■                                           '=<-    Vl- 

(38;)          43 

^^^^^H               c)  deux  cylindres  de  mt^nie  rayon  plact 

•s  en  croix  : 

^^1                                          K.-(IWV^f 

(388)         19 

^^^^^^H              il)  deux  cylindres  en  contact  suivant  un 

e  diagonale  : 

1389)           41 

^^^B 

^^H                    "-'''^^  Vei,,+,,i' 

^^^^V                         R„-OMS\rf-'^^' 

1390)         ai 

^^^^^■^       !>'  charge  par  unité  de  longueur., 
^^^^^H                             t)  cylindre  et  plaque  plane 

^H             »=<.5i  v/f . 

(39.)          4» 

^^^H                                       Ho  =  0.iis\/^- 

l39i!)          41 

^^^B-                           fi7=2/*  +  <^2A7Mn- 

(398)          49 

^^^^^1        équation  donnant  la  valeur  du  rapport  entre  la  poussée  liori-          ^^M 
^^^^^M        zunlale   R.  du  terrain  <.'t  la  charge  H.-  à  l'intérieur  d'une            ^H 
^^^^^^        masse  de  terre  meuble  limitée  par  un  plan  borizontal  à  sa            ^H 
^^^^^r        partie  supérieure.  Le  signe  +  correspond  iV  la  poussée  pas-          ^^M 
^^P                   Give.  le  signe  —  à  la  poussée  active;  /  est  le  cuefticienl  de          ^^M 

^^ 

(UO)        -t^H 

^^^^^B         furniulit  donnant  1  incliniiUon  <>  ilu^Ëurracc. 
^^^^^H        y  angle  de  frottement- 

sde  gliêsementi          ^^H 

^^^^ 

ERRATA 


Pa^o  20,  Visna  2.  en  remontant,  au  lieu  de  — ^^,  iire • 

(is  fis 

Pago  22,  ligno  9,  on  remontant,  au  lieu  de  Sj*^  oos  {nx),  lire  Sj-,  t^os  (»x\. 
Page  23,  rétablir  la  relation  (8)  comme  suit  :  Rj  =  o,  S^z  =  *>>  ^y^  =  o. 
Page  40,  ligno  11  et  14,  en  remontant,  au  lieu  de  x.  lire  «. 

Page  54,  ligne  6,  en  remontant,  au  lieu  de  — —  ,  lire  — -• 

ds  dy 

Page  59,  ligne  i2,  écrire  les  expressions  de  la  fa^on  suivante  : 

••  =  -f("'-ïïr«»)'"=i(""-iM- 

Page  63,  dans  (43)  et.  (4H.  au  lieu  de  R^%  Rj,a,  R^^^  lire  Rt^^,  R<^,  R^-, 

Page  82,  ligne  13,  en  remontant,  au  lieu  de  (47),  lire  (i8). 

Page  82,  ligne  7,  en  remontant,  au  lieu  de  |i8|,  lire  (4VM. 

Page  84,  ligne  12,  au  lieu  de  (18)  et  {m,  lire  jiO)  et  (31). 

Page  85,  ligne  12.  en  remontant,  au  lieu  de  (.')3)  lire  (î>i). 

Page  87.  formule  (57),  écrire  au  dénominateur  de  la  fVarlion. 

Ij —  Ip  au  lia  de  \s\y. 
I*age  89,  formule  fi2.  écrire  au  dénominati.'ur  de  la  seconde  l'rarti«)n. 

Page  04,  lignes  6  et  10,  an  lieu  de  d^,  lire  dz. 

Page  106,  ligne  4  en  remontant,  et  p.  107,  ligne  1,  au  lieu  de  —,  cl  -7-,  lire 

respectivement  —-  et  -7-. 

Pagt?  149,  ligne  10,  au  lieu  de  /,  lire  e. 

Page  160,  ligne  5.  au  lieu  de  soit  la  flèche,  lire  >oit  f  la  flèche. 
Page  200,  ligne  1.'».  supprimer  W  signe  —  dnns  \o  niomhi-t>  dr  druiti*  t\r  lu  fni- 

nmle. 

Page  205,  ligne  7,  en  ri>mt»ntant,  au  lieu  de  T*-^  «/«,  /ire?  T-^-^  </*, 

•/    lE  •^  IK 

Prrr    ,.      Prir 
Page  208,  ligne  12.  au  lieu  de  -— ,  lire  —7-  . 

TT  -J-  "2  77  —  -J 

Page  210.  ligne  3,  au  lieu  de  ,  lire . 

'27Z  '2:7 

Page  210,  écrire  la  formuli^  (12t0  comme  suit  : 


M..  M„,Ç.L.- (:-£,). 


2 

M  2. -S 

Page  218.  ligne  10.  supprimer  le  «^igiu'  —  dex  Jinl  .  ^-  -ir 


.31 


l'Bgu  S43.  ligno  13,  vttUri  lu  signe  =  après  — 
fiHv  m,  liguu  lu.  i!U  l'i'Uiuulunl,  an  Iwu  dt  - 
l'a(ji!  Ï50,  li^iiu  3,  an  lieu  de  ^,  rtrez-j^. 


l'agii  ÏWl,  lintii-  :i.  au  li<H  rie  tp  =  ^  (.  /iiv  ir  = 

l'u^u  âT4,  ligiK!  ii.  <(H  fifu  Jf  liab>,  lire  Mu'b. 

PaK''  -''<'■  luffiirinifr  la  li^lttv  ir  dans  Id  loi'iiiulti  |iUi). 

l'ugL'  ixK.  lifjiiË  lu,  vu  ii![iiuiitaiil,  au  /icn  de  — - —  ,  (ir«  — — — . 

l'iip'  'ivO.  li^'Ni*  U.  r(iH|i/iir(r  u,  [>ur  u,  iliiiii  l;t  siruiiiti'  iiart-iillit'^t'  ilu  itivn 

il.'  ^auH><-  iIl-  u  t'oriiiulr. 
l'ii|d;L-  ;inii.  Viiiiu;  X  au  lUu  Je  dx,  lirt  d». 

l'j^i-  ;uiu.  liiiiii'  1 1,  i-n  rL'niiiiilant  tupprimer  Jx  rluiis  rviiircuxidn. 
fut»'  Jii.  li(tM('  4,  (itpiiriMfr  le  sigtit<  —   <)fvaiil  le  uiuiiibri'  du  droili 

IVi)Uiiliun. 

MU  li<u  dt  -,  lift  ;-. 


.  au  ii>u  dt  t;,  Hn  — . 


l*uni-  Bli,  ligne 
l'aijt'  »Ut.  litflli-  I,  au  lieu  Jr  4li3U  ini'.  lire  Wi'iH  i-iii*. 
l'agi'  3U<i,  lijjrio  13,  vil  l'i'iiiuiitiiiil,  <ih  liru  de  l.  lire  f. 
l'ugi-  3T!l,  liKlK'  H.  nu  litu  de  ù  |iVH),  lire  .'t  (âU7). 

l'ug-'  3n:i. 

:o  il>;  lu  runiiuli^ 
l'ajji'  3Mt),  [iKll>.-  1,  au  firu  de     - .  Iii'ï  ^. 
l>aK'>  Ml,  lignu  4,  AU  lieu  d«  lu,  lire  IIU. 
Vuiiv  m,  ligiii^  :l,  l'ii  rciiii.'iiluiil,  au  lieu  de 


lunl.  nu    litu   de  (-r-\  ,  lire  (  —  )     dans 


-  [-  {?'  +  :')J^  .  'ire      _,  |^-  (p"  +  :') 
l'agi;  if:i.  linn-  Ii,  uu  lieu  de  v.  Un  u. 
l'uBC  4*1,  liatii'  ■:>.  au  liru  .h  \J^^,.  liv  ^'^-. 


!  4i;i,  liulii'  11.  l'ii  iifiiiirildiit.  tHjiprimer  \t  iiuiii-in  <li'  lit  l'iiriTiUli.'. 
4MU.  permider  yj^  uunLii-  yî^  .liuis  ks  Iwiiiuk's  (3'J1|  tl  (3!I3). 
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